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摘要：针对复杂多目标优化问题，提出一种基于分解机制和反向学习模型的多目标进化算法。该算法在基于分解

机制的多目标进行算法的框架下，引入反向学习模型，该模型具有较好的局部寻优能力。在种群进化的过程中，反

向学习模型和差分进化机制自适应的相互配合，能够较好地平衡算法的全局搜索与局部寻优能力。采用国际公认

的具有复杂 ＰａｒｅｔｏＳｅｔ的 ＬＺ０９系列测试问题进行实验验证，并与 ＭＯＥＡ／Ｄ ＤＥ、ＧＤＥ３、ＮＳＧＡ ＩＩ和 ＳＰＥＡ２等方法

比较，实验结果表明，所提方法能够获得收敛性、分布性及延展性较好的 Ｐａｒｅｔｏ最优解集。为了研究算法在求解约

束问题的性能，将其应用于减速器多目标优化设计问题中，结果表明了该算法获得 Ｐａｒｅｔｏ前端较均匀，说明其算法

具有求解约束问题的能力和工程有效性。
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　　引言

在科学研究和工程应用领域许多问题中在决策

过程中需考虑多个目标，而多个目标之间往往存在

相互冲突，因此难以满足多个目标同时最优，对于这

类问题属于多目标问题（Ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
ｐｒｏｂｌｅｍ，ＭＯＰ）。对 于 求 解 ＭＯＰ，进 化 算 法
（Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＥＡ）具有其独特的优点：
①对所求问题的性质没有特别的假设。②基于群体
迭代搜索，具有很好的并行性，一次求解可获得多个

Ｐａｒｅｔｏ解。基于此，ＥＡ应用于求解 ＭＯＰ中，出现了
众 多 优 异 多 目 标 进 化 算 法 （Ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅ
ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＭＯＥＡ），张青富等［１］

于 ２００７
年提出了一种基于分解技术的多目标进化算法

（ＭＯＥＡｂａｓｅｄｏｎｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＭＯＥＡ／Ｄ），该算法
采用传统的分解技术将 ＭＯＰ分解为一系列的子问
题，将这些子问题有机组织进行求解，获得逼近的

Ｐａｒｅｔｏ解集。ＭＯＥＡ／Ｄ算法是一类新的 ＭＯＥＡ算法
框架，可以同各类优化方法和搜索机制进行融合，其

很好地将传统的数学规划方法与 ＥＡ联系起来，因
其优异的性能和包容性引起越来越多研究者的关

注。

对于 ＭＯＥＡ／Ｄ算法的研究，主要有 ４个方面的
探索：①将 ＭＯＥＡ／Ｄ算法同其他启发式算法相结
合

［２－５］
。②将新的分解机制融入到 ＭＯＥＡ／Ｄ框

架
［６－８］
。③新的权重向量方法［９－１２］

。④在 ＭＯＥＡ／Ｄ
中加入新重组或变异算子

［１３－１７］
。本文提出一种基

于分解机制和精英反向学习模型的 ＭＯＥＡ／Ｄ算法
（Ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｂａｓｅｄ ｏｎ
ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｏｐｐｏｓｉｔｉｏｎｂａｓｅｄｌｅａｒｎｉｎｇｍｏｄｅｌ，
ＭＯＥＡ／Ｄ ＯＬＭ）。ＭＯＥＡ／Ｄ ＯＬＭ采用反向学习
模型能提高算法的局部寻优能力，该模型同差分进

化策略相互配合，平衡算法的勘探与开采能力。通

过具有复杂的 ＰＳ（Ｐａｒｅｔｏｓｅｔ）的 ＬＺ０９系列函数［１８］

进行对比测试。

１　基于反向学习模型的多目标进化算法

１１　基于分解机制的多目标进化算法框架
传统的多目标进化算法是以 Ｐａｒｅｔｏ支配为主来

进行进化从而获得对 Ｐａｒｅｔｏ前端的逼近。ＭＯＥＡ／Ｄ［１］

算法先将 ＭＯＰ分解为一组单目标优化问题，每个单
目标问题称为子问题；各子问题之间相互协作同时

优化这组子问题，从而获得对 Ｐａｒｅｔｏ最优解集的逼
近。

（１）分解机制
将一个 ＭＯＰ问题，分解为一系列的子问题

ｍｉｎｇｉ（ｘ），ｉ＝１，２，…，Ｎ，每个子问题的最优解对应
于 ＭＯＰ问题的一个 Ｐａｒｅｔｏ最优解。其中，每个子问
题的目标值是各个目标分量的聚合函数，每个子问

题对应一个权重向量 λｉ＝（λｉ１，λ
ｉ
２，…，λ

ｉ
ｍ），ｉ＝１，２，

…，Ｎ，通过权重向量来获取每个子问题的邻居，每
个子问题的优化被限定为只能通过与其邻域内的子

问题来进行进化操作完成。常用的分解方法有权重

向量法、切比雪夫法以及边界插入法，其中以切比雪

夫法应用最为广泛，其分解机制为：

设种群规模为 Ｎ，目标个数为 ｍ，Λ＝｛λ１，λ２，
…，λＮ｝为一个权重向量集合，其中 λｉ＝｛λｉ１，λ

ｉ
２，…，

λｉｍ｝且满足∑
ｍ

ｊ＝１
λｉｊ＝１，则第 ｉ个子问题的表达式为

ｇｔｅ（ｘ｜λｉ，ｚ）＝ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｍ

｛λｉｊ｜ｆｊ（ｘ）－ｚ

ｊ｜｝

ｓｕｂｊｅｃｔｔｏｘ∈Ω
其中，ｚ ＝（ｚ１，ｚ


２，…，ｚ


ｍ）为最优参考点，通常很难

获取最优参考点，一般利用 ｚｉ ＝ｍｉｎ｛ｆｉ（ｘ）｜ｘ∈Ω｝
（ｉ＝１，２，…，ｍ）来作为最优参考点的近似参考点。
对于 ＭＯＰ中的每一个 Ｐａｒｅｔｏ最优解 ｘ，一定存在
一个对应的权重向量 λ，使得 ｘ对应单目标问题
ｇｔｅ（ｘ｜λ，ｚ）的一个最优解。反之，单目标问题
ｇｔｅ（ｘ｜λ，ｚ）的每个最优解也对应 ＭＯＰ的一个
Ｐａｒｅｔｏ最优解［１４］

。本文中的Ｎ个权重向量是事先在权
重向量空间中均匀选择的，具体算法见文献［１］。

（２）邻居分配
每个子问题对应一个权重向量，子问题的邻居

是通过计算每个权重向量与其欧氏距离最小的 Ｔ
个权重向量来确定的，如图１所示。

图 １　邻域示意图

Ｆｉｇ．１　Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄ
　
每一代种群由每个子问题的当前最优解构

成，对每个子问题的进化操作被限制在邻居内进

行。对于产生的新个体不仅更新其父代个体而且

会更新其邻域个体，使得更优的新个体尽可能地

保留到下一代。正因为子问题在重组和更新操作

中的相互合作，ＭＯＥＡ／Ｄ算法能够同时优化所有
子问题。
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１２　反向学习模型

反向学习的概念由 ＴＩＺＨＯＯＳＨ［１９］于 ２００５年提
出，其主要思想是同时搜索当前解和反向解，择优选

取候选解。根据 ＲＡＨＮＡＭＡＹＡＮ等［２０－２１］
的研究表

明，随机模型的寻优过程比反向学习寻优的过程长，

且同时评估一个候选解的正反解，更有利于加速算

法收敛。

反向学习的基本概念为，令 Ｘｉ＝（ｘｉ，１，ｘｉ，２，…，

ｘｉ，Ｄ）为当前的一个可行解，则其对应的反向解 Ｘｉ＝
（ｘｉ，１，ｘｉ，２，…，ｘｉ，Ｄ）可以定义为

ｘｉ，ｊ＝ｋ（ａｊ＋ｂｊ）－ｘｉ，ｊ
其中，Ｄ为决策空间大小，ｘｉ，ｊ∈［ａｊ，ｂｊ］，［ａｊ，ｂｊ］为
第 ｊ维决策空间的动态边界值，ｋ∈（０，１）。

假设反向解 Ｘｉ超出了边界［ａｊ，ｂｊ］，变为不可行
解，则采用随机生成的方法重新生成一个反向解：

ｘｉ，ｊ∈ｒａｎｄ（ａｊ，ｂｊ）。其中，ｒａｎｄ（）函数为区间［ａｊ，ｂｊ］
内的随机数。

对于生成的 Ｘｉ和可行解 Ｘｉ进行评估，选择其
中较优的一个作为候选解，参与后续的进化，即

Ｖｉ＝
Ｘｉ （ｆ（Ｘｉ）＜ｆ（Ｘｉ））

Ｘｉ （其他{ ）

将反向学习模型融入 ＭＯＥＡ／Ｄ算法框架中，需
要对现有的反向学习策略进行改进。在 ＭＯＥＡ／Ｄ
框架中，对于当前个体 Ｘｉ，其对应的权重向量为 λ

ｉ
，

令 Ｂ（ｉ）＝｛ｉ１，ｉ２，…，ｉＴ｝，其中 Λ＝｛λ
ｉ１，λｉ２，…，λｉＴ｝

为 λｉ的 Ｔ个邻居向量，由于权重向量与个体一一对
应，则其邻居个体为 Ｎｉ＝｛Ｘｉ１，Ｘｉ２，…，ＸｉＴ｝，其边界

范围从其邻居中产生即

ａｊ＝ｍｉｎ（Ｘｋ，ｊ）

ｂｊ＝ｍａｘ（Ｘｋ，ｊ{ ）

其中 ｋ∈Ｂ（ｉ）　ｊ∈［１，２，…，Ｄ］
以图２所示决策空间 ＰＳ为２维为例，其中圆形

点为邻居个体，长方形表示为邻居的边界，即所有邻

居个体都在长方形范围内；五角星表示为反向个体；

七角星为 ＤＥ算子产生的个体；黑色实线为 ＰＳ。由
图中可知，采用反向学习模型，可以在一个小的区域

内更多的搜索最优解，由此能够说明反向学习模型

具有局部寻优能力，尤其在算法的进化后期，对于算

法的局部寻优能力的提升尤为明显。差分进化策

略，生产的个体能够较广泛的分布于决策空间内，能

够起到很好的全局勘探的作用。

对于反向学习个体与当前个体选择时，根据其

子问题 ｇｔｅ（ｘ｜λ，ｚ）进行评价，即
（１）若 ｇｔｅ（Ｘｉ｜λ

ｉ
，ｚ）≤ｇｔｅ（Ｘｉ｜λ

ｉ
，ｚ），则 Ｖ＝Ｘ。

（２）若 ｇｔｅ（Ｘｉ｜λ
ｉ
，ｚ）＞ｇｔｅ（Ｘｉ｜λ

ｉ
，ｚ），则 Ｖ＝Ｘ；如

图 ２　反向学习模型示意图

Ｆｉｇ．２　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｏｐｐｏｓｉｔｉｏｎｂａｓｅｄ

ｌｅａｒｎｉｎｇｍｏｄｅｌ
　
果 ｇｔｅ（Ｘｉ｜λ

ｎ
，ｚ）≤ｍａｘ｛ｇｔｅ（Ｘｋ｜λ

ｎ
，ｚ）｝，ｋ∈Ｂ（ｉ），则

Ｘｔ＝Ｘ。
１３　基于精英反向学习模型的 ＭＯＥＡ／Ｄ算法

算法输入：停止判据；Ｎ：ＭＯＥＡ／Ｄ ＯＬＭ种群
大小（子问题个数）；λ１，λ２，…，λＮ：分布均匀的 Ｎ个
权重向量；Ｔ：权重向量的邻域规模；最大更新子问
题个数 ｎｒ；交叉概率 ｐｃｍｉｎ、ｐｃｍａｘ；变异概率 ｐｍ；多项式
变异算子参数 η；差分交叉概率 ＣＲ；变异因子 Ｆ。

步骤１：初始化
（１）设置 ＥＰ＝。
（２）计算任意 ２个权重向量的欧氏距离，为每

个权重向量选出最近的 Ｔ个向量作为它的邻居。
设Ｂ（ｉ）＝｛ｉ１，ｉ２，…，ｉＴ｝，ｉ＝１，２，…，Ｎ，其中 λ

ｉ１，λｉ２，

…，λｉＴ为距离 λｉ最近的 Ｔ个权重向量。
（３）初始化种群 ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ，设 ＦＶｉ＝Ｆ（ｘｉ），

ｉ＝１，２，…，Ｎ。
（４）采用基于问题的特点方法初始化 ｚ＝

（ｚ１，ｚ２，…，ｚｍ）。
（５）迭代计时器 ｇｅｎ＝０。
步骤２：主循环

如果 ｒａｎｄ＜ｐｃｍｉｎ ＋（ｐｃｍａｘ－ｐｃｍｉｎ）ｅ
－２ ｇｅｎ
ＭａｘＧｅｎ，进行

ＤＥ交叉算子。
（１）从邻域中随机选择 ３个个体 Ｘｒ１，ｇｅｎ、Ｘｒ２，ｇｅｎ、

Ｘｒ３，ｇｅｎ，生产新的个体 Ｖｉ，ｇｅｎ，即
Ｖｉ，ｇｅｎ＝Ｘｒ１，ｇｅｎ＋Ｆ（Ｘｒ２，ｇｅｎ－Ｘｒ３，ｇｅｎ）

ｕｊ，ｉ，ｇｅｎ＝
ｖｊ，ｉ，ｇｅｎ （ｒａｎｄｊ≤ＣＲ且 ｊ＝ｊｒａｎｄ）

ｘｊ，ｉ，ｇｅｎ （其他{ ）

其中 ｉ＝１，２，…，Ｎ　ｉ∈｛１，２，…，Ｄ｝
（２）进行多项式变异操作，产生子代个体 ｙ。
（３）利用新解 ｙ更新邻域内的子问题。
否则，进行反向学习模型，由 １２节所述，生

产新个体 ｙ，并更新邻域内的子问题，替换邻居中
最差解。

步骤３：停止判断
判断 ｇｅｎ＞ＭａｘＧｅｎ。如果是，则停止算法并输
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出结果；否则返回步聚２。

２　实验仿真及分析

２１　Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ函数和性能指标
为了测试算法 ＭＯＥＡ／Ｄ ＯＬＭ的有效性，实验

中采用由 Ｚｈａｎｇ［１８］在 ２００９年提出的一组具有复杂
ＰＳ的测试函数ＬＺ０９＿Ｆ１～Ｆ９进行求解。其中，Ｆ１～
Ｆ５和 Ｆ７～Ｆ９为 ２目标函数，Ｆ６为 ３目标函数，Ｆ６
和 Ｆ９为非凸 ＰＦ，其他函数为凸 ＰＦ函数，Ｆ７和 Ｆ８
为多峰问题，具有多个局部最优解。

由于采用的测试函数均可得到其理论最优值，

本文选取 ＨＶ［２２］与 ＩＧＤ［２３］２个评价函数对算法性能
进行综合评价。

（１）ＨＶ性能指标
ＨＶ是用来计算获得的 Ｐａｒｅｔｏ解集个体在真实

目标域所覆盖的体积，即

ＨＶ (＝ｖｏｌｕｍｅ ∪
｜Ｑ｜

ｉ＝１
ｖ)ｉ

式中　Ｑ———所获得的 Ｐａｒｅｔｏ前端的个数
ｖｉ———由参考点 ｗ＝（０，…，０）和个体 ｉ所形

成的超体积

ＨＶ值越大表明所得的 Ｐａｒｅｔｏ解集，能宽广地
覆盖在真实 ＰＦ前端上。

（２）ＩＧＤ性能指标
ＩＧＤ计算所求解的 Ｐａｒｅｔｏ解集与真实的 ＰＦ解

集之间的距离，其评价函数为

ＩＧＤ＝１／Ｎｔｕｒｅ ∑
Ｎｔｕｒｅ

ｉ＝１
ｄ２

槡 ｉ

式中　ｄｉ———真实 ＰＦ解集中向量与所得 ＰＦ解集中
每个向量之间的最短距离

ＩＧＤ不仅能评价解集收敛性，也能评价均匀性。
２２　算法对比实验

为了比较本文算法 ＭＯＥＡ／Ｄ ＯＬＭ的性能，选
取４种常用于比较多目标优化的对等算法：ＭＯＥＡ／
Ｄ ＤＥ［１８］、ＧＤＥ３［２４］，ＮＳＧＡ ＩＩ［２５］、ＳＰＥＡ２［２６］。所
有算法的共同参数设置为，在求解２目标问题时，种
群规模为 ３００，对于 Ｆ６的 ３目标问题，种群规模设
定为５００。对于 ＭＯＥＡ／Ｄ ＯＬＭ算法中的 ＤＥ算子
控制参数 ＣＲ＝１０，Ｆ＝０５，变异算子参数 η＝２０，
Ｐｍ＝１／ｎ，邻居大小为２０，子问题更新数目 ｎｒ＝２，本
文所选取的４个对比算法的实验参数都按照对应的
参考文献设置。将 ５种算法用于求解具有复杂 ＰＳ
的 ＬＺ０９系类函数进行测试，独立运行３０次，每种算
法迭代２５０次后停止运行。结果如表 １、２。所获得
值在括号外的值为标准差，括号内的值为方差。

表 １　ＨＶ标准平均值及方差

Ｔａｂ．１　ＨＶｍｅａｎａｎｄｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎ

ＨＶ ＭＯＥＡ／Ｄ ＯＬＭ ＭＯＥＡＤ ＤＥ ＧＤＥ３ ＮＳＧＡ ＩＩ ＳＰＥＡ２
Ｆ１ ６６５×１０－１（２１×１０－５） ６６５×１０－１（９７×１０－５） ６６０×１０－１（３１×１０－４） ６６２×１０－１（１３×１０－４） ６６１×１０－１（８２×１０－４）
Ｆ２ ６４１×１０－１（２８×１０－２） ５５４×１０－１（２６×１０－２） ５２７×１０－１（３０×１０－３） ５４６×１０－１（１８×１０－２） ５３１×１０－１（２７×１０－２）
Ｆ３ ６２３×１０－１（２７×１０－２） ６２８×１０－１（１８×１０－２） ５８３×１０－１（３７×１０－３） ６１５×１０－１（６７×１０－３） ５９６×１０－１（４８×１０－３）
Ｆ４ ６５４×１０－１（２６×１０－３） ６３５×１０－１（８４×１０－３） ５８９×１０－１（１７×１０－３） ６２７×１０－１（３２×１０－３） ６０９×１０－１（２１×１０－３）
Ｆ５ ６４２×１０－１（１４×１０－２） ６３０×１０－１（１４×１０－２） ５９９×１０－１（４０×１０－３） ６２９×１０－１（５３×１０－３） ６１８×１０－１（４０×１０－３）
Ｆ６ ４１６×１０－１（２３×１０－３） ３４２×１０－１（１７×１０－２） ２４５×１０－１（１９×１０－２） ３１５×１０－１（１２×１０－２） ３２８×１０－１（１３×１０－２）
Ｆ７ ６４１×１０－１（２２×１０－２） ４６０×１０－１（６３×１０－２） １３１×１０－１（５３×１０－２） ４９２×１０－１（３６×１０－２） ４７５×１０－１（４６×１０－２）
Ｆ８ ４３７×１０－１（７０×１０－２） ４４７×１０－１（４１×１０－２） １６０×１０－１（３４×１０－２） ４７４×１０－１（２４×１０－２） ４８１×１０－１（２２×１０－２）

Ｆ９ ３１３×１０－１（８６×１０－３） １７１×１０－１（６０×１０－２） １８３×１０－１（４９×１０－２） １８２×１０－１（５１×１０－２） ２００×１０－１（２８×１０－２）

　　注：为最优值，下同。

表 ２　ＩＧＤ标准平均值及方差

Ｔａｂ．２　ＩＧＤｍｅａｎａｎｄｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎ

ＩＧＤ ＭＯＥＡ／Ｄ ＯＬＭ ＭＯＥＡ／Ｄ ＤＥ ＧＤＥ３ ＮＳＧＡ ＩＩ ＳＰＥＡ２
Ｆ１ ７６４×１０－５（１１×１０－５） ７９３×１０－５（２７×１０－６） １９０×１０－４（１３×１０－５） １４７×１０－４（３９×１０－６） ２４１×１０－４（８１×１０－５）
Ｆ２ １４１×１０－３（２１×１０－３） ４２５×１０－３（９３×１０－４） ４７７×１０－３（１３×１０－４） ４７４×１０－３（８７×１０－４） ５３２×１０－３（９９×１０－４）
Ｆ３ ３９４×１０－３（３４×１０－３） ４６６×１０－３（３０×１０－３） ３１４×１０－３（３０×１０－４） ２６０×１０－３（４５×１０－４） ３２９×１０－３（４２×１０－４）
Ｆ４ ９０６×１０－４（２５×１０－４） ４４８×１０－３（１５×１０－３） ３６０×１０－３（１１×１０－４） ２７１×１０－３（６２×１０－４） ３２６×１０－３（５３×１０－４）
Ｆ５ １８０×１０－３（１８×１０－３） ４３８×１０－３（２５×１０－３） ２６１×１０－３（２８×１０－４） １７５×１０－３（３６×１０－４） ２２２×１０－３（２６×１０－４）
Ｆ６ １２４×１０－３（９２×１０－５） ３１０×１０－３（４４×１０－４） ５５３×１０－３（９７×１０－４） ３０９×１０－３（２４×１０－４） ２７９×１０－３（２１×１０－４）
Ｆ７ １３７×１０－３（１５×１０－３） １３８×１０－２（５９×１０－３） １９３×１０－２（１９×１０－３） ７７３×１０－３（２９×１０－３） ９５１×１０－３（４２×１０－３）
Ｆ８ ７２４×１０－３（２０×１０－３） １１８×１０－２（５０×１０－３） １９１×１０－２（１６×１０－３） ６５７×１０－３（２０×１０－３） ６２５×１０－３（１２×１０－３）

Ｆ９ ７５１×１０－４（２８×１０－４） ６０７×１０－３（２２×１０－３） ６７３×１０－３（３１×１０－３） ７１６×１０－３（２５×１０－３） ６２６×１０－３（１５×１０－３）

　　从表 １可以看出，ＭＯＥＡ／Ｄ ＯＬＭ在 ９个测试
问题中获得了７个最优的 ＨＶ值，ＭＯＥＡ／Ｄ ＤＥ获
得了１个最好的 ＨＶ值，ＳＰＥＡ２也获得了 １个最好

的 ＨＶ值，ＧＤＥ３未获得。对于次优值，即第 ２优的
值，ＭＯＥＡ／Ｄ ＯＬＭ获得了 １个，ＭＯＥＡ／Ｄ ＤＥ取
得了５个，ＮＳＧＡ ＩＩ有２个次优值，ＳＰＥＡ２获得了１
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个。由此表明，本文算法在所有测试问题中获得的

总体 ＨＶ性能要显著优于另外 ４种对比算法，其中
ＭＯＥＡ／Ｄ ＤＥ算法位列第 ２。当然，根据没有免费

图 ３　５种算法对 Ｆ１～Ｆ９测试问题的统计分布

Ｆｉｇ．３　ＳｔａｔｉｓｔｉｃａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆＦ１～Ｆ９ｔｅｓｔｐｒｏｂｌｅｍｓｂｙｆｉｖｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ
　

午餐定律，不可能期待本文算法在每个测试函数上

都获得最好的 ＨＶ值，由于 ＨＶ性能函数是一个综
合指标，其更能反映算法的分布性，因此，说明

ＭＯＥＡ／Ｄ ＯＬＭ算法在分布性上表现较为突出。
表２给出了５种对等比较算法在 Ｆ１～Ｆ９测试

问题上的 ＩＧＤ性能对比结果。从表 ２可以看出，

ＭＯＥＡ／Ｄ ＯＬＭ算法获得了 ６个最优值，ＮＳＧＡ ＩＩ
获得 ２个最优值，ＳＰＥＡ２算法获得了 １个最优值，
ＧＤＥ３算法获得 ０个。ＭＯＥＡ／Ｄ ＯＬＭ算法在 Ｆ５
问题上获得了１个次优解，ＭＯＥＡ／Ｄ ＤＥ算法获得
３个次优值，ＮＳＧＡ ＩＩ获得 ３个次优值，ＧＤＥ３获得
１个次优值。总体上表明，本文算法在 ９个测试问
题上具有很好的综合性能。

图３为６种算法在求解 Ｆ１～Ｆ９时３０次独立运
行实验盒状图。图 ３中，矩形条代表指标的四分位
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差，数学意义是指标的主要分布区域，矩形条越短，

就意味着数据越集中，也就越好矩形条中的红色横

线代表数据的中位数，对于指标 ＩＧＤ，中位数越小越
好。矩形条两端的虚线表示统计学中的最大值和最

小值，超出虚线的数据用“＋”表示，该数据为异常
点。图３可以从统计学的角度对算法的性能进行分
析，由图可知，在 Ｆ１、Ｆ２、Ｆ４、Ｆ６、Ｆ７和 Ｆ９问题解的
分布具有较明显的优势，与表 ２中的数据能够相互
印证。

从表１、２和图３可得，在进化过程中，通过反向
学习模型和差分进化策略相互作用，能够很好地平

衡算法的全局搜索和局部寻优能力，尤其是随着进

化的进行，反向学习模型更多的参与进化，有利于算

法的局部搜索，从而使得算法的解更均匀。综上所

述，ＭＯＥＡ／Ｄ ＯＬＭ算法在分布性、收敛性和多样
性都优于其他４种算法，而且从盒图中解的分布范
围可知，算法的稳定性较好。

３　工程实例

为了进一步分析 ＭＯＥＡ／Ｄ ＯＬＭ算法在求解
约束问题的能力，将其应用于某轻型飞机齿轮箱优

化设计问题
［２７］
，如图 ４所示。其中，优化问题为 ３

目标函数，目标分别为齿轮箱的质量最小和轴 １与
轴２的应力最小，并满足齿的弯曲应力、接触应力、
轴的扭转变形以及应力等约束。问题的设计变量为

齿宽（ｘ１）、齿轮模数（ｘ２）、小齿轮齿数（ｘ３）、轴承 １
之间的距离（ｘ４）、轴承２之间的距离（ｘ５）、轴１的直
径（ｘ６）、轴２的直径（ｘ７）。数学模型如下

ｆ１＝０７４８５ｘ１ｘ
２
２（１０ｘ

２
３／３＋１４９３３ｘ３－４３０９３４）－

１５０８（ｘ２６＋ｘ
２
７）＋７４７７（ｘ

３
６＋ｘ

３
７）＋０７４５８（ｘ４ｘ

２
６＋ｘ５ｘ

２
７）

ｆ２＝ （７４５ｘ４／ｘ２ｘ３）
２＋１６９×１０槡

７／（０１ｘ３６）

ｆ３＝ （７４５ｘ５／ｘ２ｘ３）
２＋１５７５×１０槡

８／（０１ｘ３７）
约束：

弯曲应力约束

１
ｘ１ｘ

２
２ｘ３
－１
２７≤

０

齿的接触应力约束

１
ｘ１ｘ

２
２ｘ
２
３

－ １
３９７５≤

０

轴的变形约束

ｘ３４
ｘ２ｘ３ｘ

４
６

－ １
１９３≤

０

ｘ３５
ｘ２ｘ３ｘ

４
７

－ １
１９３≤

０

几何约束

ｘ２ｘ３－４０≤０
ｘ１／ｘ２－１２≤０
５－ｘ１／ｘ２≤０

设计条件

１９－ｘ４＋１５ｘ６≤０
１９－ｘ５＋１１ｘ７≤０

轴的应力约束

ｆ２≤１３００
ｆ３≤１１００

设计变量上下限为：２６≤ｘ１≤３６、０７≤ｘ２≤
０８、１７≤ｘ３≤２８、７３≤ｘ４≤８３、７３≤ｘ５≤８３、
２９≤ｘ６≤３９、５０≤ｘ７≤５５。

图 ４　减速器结构简图

Ｆｉｇ．４　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｓｐｅｅｄｒｅｄｕｃｅｒ
　
由于减速器优化设计问题含有约束问题，本文

采用如下方法处理约束
［２５］
：当在两个比较的个体

中，一个个体为可行解，另外一个个体为不可行解

时，选择可行解；当两个比较的个体均为可行解时，

选择非支配的个体占优；当两个比较的个体均为不

可行解时，选择违反约束条件程度小的个体。设置

算法的参数为，种群规模为 ５００，ＣＲ＝１０，Ｆ＝０５，
η＝２０，Ｐｍ＝１／ｎ，Ｔ＝２０，ｎｒ＝２。ＭＯＥＡ／Ｄ ＯＬＭ算
法获得 Ｐａｒｅｔｏ前端解集同文献［２７］相当，如图 ５所
示，说明了算法在求解含有约束的实际工程问题的

实用性。

图 ５　Ｐａｒｅｔｏ曲线

Ｆｉｇ．５　Ｐａｒｅｔｏｃｕｒｖｅ
　

４　结束语

在 ＭＯＥＡ／Ｄ算法框架下，将反向学习模型融入
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框架中，提出了一种基于反向学习模型和分解机制

的多目标进化算法（ＭＯＥＡ／Ｄ ＯＬＭ）。将反向学习
模型和差分进行策略联合，其中反向学习模型有利

于算法的局部寻优的能力，而差分进化策略对全局

搜索有较好的效果，随着算法的进行，能自适应地调

整算法的全局搜索和局部寻优能力。将 ＭＯＥＡ／Ｄ
ＯＬＭ算法同 ＭＯＥＡ／Ｄ ＤＥ、ＧＤＥ３、ＮＳＧＡ ＩＩ和

ＳＰＥＡ２算法，在与具有复杂 ＰＳ的 ＬＺ０９系列函数进
行对比测试，实验结果表明 ＭＯＥＡ／Ｄ ＯＬＭ算法整
体性能明显优于其他几种对比算法。为了分析

ＭＯＥＡ／Ｄ ＯＬＭ算法在解决含有约束问题的能力，
将其应用于减速器多目标优化设计问题中，结果显

示该算法获得 Ｐａｒｅｔｏ前端较均匀，表明算法解决含
有约束问题的能力和工程有效性。
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