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摘要：以含中间支链的 ３自由度 ３ＰＵＳＵＰ并联机构为研究对象，充分考虑驱动支链、串联约束支链及末端平台伴

随运动的影响，利用封闭矢量法求解位置逆解，建立并联驱动部分的雅可比矩阵；采用 Ｄ Ｈ法建立中间 ＵＰ串联

约束支链的雅可比矩阵。结合驱动方程和约束方程的关系，构建了 ３ＰＵＳＵＰ并联机构完整的雅可比矩阵，建立该

机构的运动学模型，通过仿真验证了雅可比矩阵的正确性；引入运动灵巧性和机构刚度性能指标，并绘制运动灵巧

性和机构刚度在工作空间中的分布图谱，研究机构的运动灵巧性和机构刚度在整个工作空间的分布情况，建立了

该机构基于运动学灵巧性的最优工作区域。研究表明，该 ３ＰＵＳＵＰ并联机构具有良好的运动灵巧性与刚度性能。
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　　引言

运动学性能评价及优化是并联机器人结构设

计、驱动器选型与机构控制的基础。运动灵巧性、刚

度等运动学性能是机构的重要评价指标。近年来，

空间３自由度并联机构愈来愈受到学者及工业界的
关注

［１－９］
。

本文以 ３ＰＵＳＵＰ并联机构为研究对象，对其
进行运动学分析，建立机构的数学模型，通过位置逆

解求解并联部分的雅可比矩阵；中间支链采用 Ｄ
Ｈ法求解串联部分的雅可比矩阵，充分考虑并联部
分和串联部分对机构运动的影响，建立该机构完整

的雅可比矩阵，通过仿真分析验证雅可比矩阵求解

的可行性。并在雅可比矩阵的基础上，进一步建立

运动灵巧性和机构刚度性能指标，提出运动灵巧性

的最优工作区域。结合具体算例，绘制 ３ＰＵＳＵＰ
并联机构性能指标在工作空间的分布图谱。

１　３ＰＵＳＵＰ并联机构的结构描述

如图１所示，该并联机构由定平台、动平台以及
连接定、动平台的分支构成。定平台通过 ３个结构
完全相同的驱动支链 ＰＵＳ以及中间恰约束从动支
链 ＵＰ与动平台连接。Ｐ、Ｕ、Ｓ分别表示移动副、虎
克铰和球副。动平台球铰铰点 Ａ１、Ａ２、Ａ３的外接圆
半径为 ｒａ，定平台 Ｂ１Ｂ２Ｂ３为等边三角形，外接圆半
径为 ｒｂ，中间平台与下平台之间滑轨的倾斜角为 α，

滑块在滑轨 ＢｉＤｉ（ｉ＝１，２，３）上运动，其中心所在点
为 Ｃ１、Ｃ２、Ｃ３。滑块与定长杆以虎克铰联接，其第一
轴线与滑轨垂直，第二轴线与第一轴线垂直。滑块

移动的距离为 ｓｉ，方向向量为 ｓｉｏ，定长杆的长度为
ｌｉ，方向向量为 ｌｉｏ，ＢｉＡｉ的方向向量为 Ｌｉ（ｉ＝１，２，
３）。３条 ＰＵＳ支链为无约束主动支链，由于中间 ＵＰ
支链的约束，使得机构可实现３个可控位置自由度，
而姿态是位置的函数，即可实现绕虎克铰正交轴线

的转动和沿动平台参考点与虎克铰转动中心连线的

移动，而限制虎克铰轴平面法线为轴线的转动
［３］
。

图 １　３ＰＵＳＵＰ并联机构结构简图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆ３ＰＵＳＵＰｐａｒａｌｌｅｌｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
　
建立固接于定平台的参考坐标系 ＯＸＹＺ，其坐

标原点Ｏ为正三角形 Ｂ１Ｂ２Ｂ３的外接圆圆心，Ｘ轴平
行于 ＯＢ１，Ｚ轴垂直于固定平台方向向上，Ｙ轴方向



按右手定则确定。建立与动平台固接的动坐标系

ｐｘｙｚ，坐标原点 ｐ为动平台的几何中心，ｘ轴平行于
ｐＡ１，ｚ轴垂直于动平台方向向上，ｙ轴方向由右手定
则确定。

２　３ＰＵＳＵＰ并联机构运动学模型

２１　机构位置逆解的求解
位置逆解分析涉及已知动平台的位姿，求解各

个驱动副的位移。如图１所示，把动平台、定平台上
的铰链点坐标在参考坐标系及动坐标系中表示，根

据支链的杆长约束来建立约束方程。

铰点 Ａｉ在动坐标系 ｐｘｙｚ中的位置矢量为
ｐａｉ＝

ｒａ［ｃｏｓφｉ ｓｉｎφｉ ０］
Ｔ
（ｉ＝１，２，３）。其中

ｐａ１＝ｒａ［１ ０ ０］Ｔ

ｐａ２＝ｒａ［ｃｏｓ（２π／３） ｓｉｎ（２π／３） ０］Ｔ

ｐａ３＝ｒａ［ｃｏｓ（４π／３） ｓｉｎ（４π／３） ０］
{ Ｔ

（１）

Ｂｉ在参考坐标系 ＯＸＹＺ中的位置坐标表示为
Ｏｂｉ＝ｒｂ［ｃｏｓθｉ ｓｉｎθｉ ０］

Ｔ
（ｉ＝１，２，３）。其中

Ｏｂ１＝ｒｂ［１ ０ ０］Ｔ

Ｏｂ２＝ｒｂ［ｃｏｓ（２π／３） ｓｉｎ（２π／３） ０］Ｔ

Ｏｂ３＝ｒｂ［ｃｏｓ（４π／３） ｓｉｎ（４π／３） ０］
{ Ｔ

（２）

动平台参考点在参考坐标系中的位置矢量为

ｐ＝［ｘ　ｙ　ｚ］Ｔ （３）
设定动坐标系相对于参考坐标系的旋转矩阵为

Ｒ，令
Ｏａｉ＝Ｒ

ｐａｉ （４）

为了便于表示，令
Ｏａｉ＝ａｉ，

Ｏｂｉ＝ｂｉ，利用封闭矢
量法，建立矢量方程

Ｌｉ＝ａｉ＋ｐ－ｂｉ （５）
同时，Ｌｉ还可以表示为

Ｌｉ＝ｌｉｌｉｏ＋ｓｉｓｉｏ （６）
其中

ｓｉｏ＝［－ｃｏｓθｉｃｏｓα －ｓｉｎθｉｃｏｓα ｓｉｎα］Ｔ （７）

式（６）两边平方，整理可得
ｓ２ｉ－２Ｌ

Ｔ
ｉｓｉｏｓｉ＋Ｌ

Ｔ
ｉＬｉ－ｌ

２＝０ （８）
通过求解关于 ｓｉ的方程（８），可得

ｓｉ＝Ｌ
Ｔ
ｉｓｉｏ± （ＬＴｉｓｉｏ）

２－ＬＴｉＬｉ＋ｌ槡
２

（９）

若已知动定平台的结构参数 ｒａ、ｒｂ、倾斜角 α以
及动平台中心的位置（ｘ，ｙ，ｚ），则可以求出驱动副的
位移，即求得机构的位置逆解。

２２　机构雅可比矩阵的求解

根据该并联机构的结构特点，充分考虑驱动链

与约束链的影响，将机构分解为并联驱动链和串联

约束链子系统，在求出二者雅可比矩阵基础上，建立

该机构雅可比矩阵。

２２１　并联驱动部分雅可比矩阵
如 图 １所 示，动 平 台 中 心 的 速 度 ｖ＝

［ｘ· ｙ· ｚ· ωｘ ωｙ ωｚ］，驱动滑块的速度 ｓ· ＝

［ｓ·１ ｓ·２ ｓ·３］，对于该机构并联部分联立式（５）和

（６），对时间求导可得
ｓ·ｉｓｉｏ＝ｖ

·

ｐ＋ω×ａｉ－ｌ（ωｉｌｉｏ） （１０）
式中　ｖｐ———动平台中心的线速度

ω———动平台中心的角速度
式（１０）两边同时左乘 ｌＴｉｏ，得

ｌＴｉｏｓｉｏｓ
·

ｉ＝ｌ
Ｔ
ｉｏｖｐ＋（ａｉｌｉｏ）

Ｔω （１１）
取 ｉ＝１，２，３，可以得到 ３个驱动支链的矢量方

程，写成矩阵形式为

Ｊｔｓ
· ＝Ｊｘｖ （１２）

其中 Ｊｔ＝

ｌＴ１ｏｓ１ｏ ０ ０

０ ｌＴ２ｏｓ２ｏ ０

０ ０ ｌＴ３ｏｓ３











ｏ

Ｊｘ＝

ｌＴ１ｏ （ａ１×ｌ１ｏ）
Ｔ

ｌＴ２ｏ （ａ２×ｌ２ｏ）
Ｔ

ｌＴ３ｏ （ａ３×ｌ３ｏ）











Ｔ

（１３）

则并联部分的雅可比矩阵 Ｊｐ
［１０］
表示为

Ｊｐ＝Ｊ
－１
ｔ Ｊｘ （１４）

Ｊｐ∈Ｒ
３×６
是动平台六维速度与关节驱动速度矢

量之间的雅可比矩阵，是该机构并联部分的速度传

递矩阵。

２２２　串联 ＵＰ约束支链的雅可比矩阵
中间恰约束从动支链为一串联机构，等效成 Ｒ

ＲＰ［１１］，运动结构简图如图２所示，中间恰约束从动
支链的 Ｄ Ｈ参数见表１。

图 ２　中间 ＵＰ支链结构简图

Ｆｉｇ．２　ＳｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆＵＰｌｉｍｂ
　
其中，变量：θ１、θ２、ｄ３；常量：ｈ（ｈ＝ｔａｎα（ｒｂ－

ｒｃ））。θ１和 θ２为中间虎克铰的转角，ｄ３为中间支链
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沿杆方向的位移，ｈ为中间平台到定平台的距离。

表 １　中间恰约束从动支链的 Ｄ Ｈ参数

Ｔａｂ．１　Ｄ Ｈｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｐａｓｓｉｖｅｌｉｍｂ

ｉ θｉ／（°） ｄｉ ａｉ αｉ／（°）

０ ９０ ｈ ０ ９０

１ θ１ ０ ０ ９０

２ θ２ ０ ０ ０

３ ０ ｄ３ ０ ０

　　根据表１，采用 Ｄ Ｈ法可得到从固定坐标系到
动坐标系的齐次变换矩阵

Ｔ＝Ｔ０（ｈ）Ｔ１（θ１）Ｔ２（θ２）Ｔ３（ｄ３）＝
Ｒ ｐ[ ]０ １

（１５）
其中

Ｒ＝

ｓｉｎθ２ ０ －ｃｏｓθ２
ｃｏｓθ１ｃｏｓθ２ ｓｉｎθ１ ｃｏｓθ１ｓｉｎθ２
ｓｉｎθ１ｃｏｓθ２ －ｃｏｓθ２ ｓｉｎθ１ｓｉｎθ











２

（１６）

ｐ＝

－ｄ３ｃｏｓθ２
ｄ３ｃｏｓθ１ｓｉｎθ２
ｄ３ｓｉｎθ１ｓｉｎθ２＋











ｈ

（１７）

式中　Ｒ———旋转矩阵　ｐ———位置矢量
联立式（３）和（１７），可以得到

ｄ３＝ ｘ２＋ｙ２＋（ｚ－ｈ）槡
２

θ２＝ａ (ｃｏｓ －ｘ
ｄ )
３

θ１＝ａ (ｔａｎ２ ｚ－ｈ
ｄ３ｓｉｎθ２

，
ｙ

ｄ３ｓｉｎθ )













２

（１８）

从固定坐标系到从动支链第 ｉ＋１个坐标系的
旋转矩阵为 Ｑｉ（ｉ＝０，１，２，３），则

Ｑｉ＝

ｃｏｓθｉ ０ ｓｉｎθｉ
ｓｉｎθｉ ０ －ｃｏｓθｉ









０ １ ０

（１９）

于是，旋转矩阵 Ｒ可以表示成中间从动支链关
于３个关节变量的函数［１１］

，即

Ｒ＝Ｑ０Ｑ１Ｑ２Ｑ３ （２０）
ｅ４ｉ为旋转矩阵 Ｑ０Ｑ１…Ｑｉ－１的第 ３列，也就是

ｚｉ－１轴上的单位向量，即
ｅ４１＝Ｑ０ｅ４０
ｅ４２＝Ｑ０Ｑ１ｅ４０
ｅ４３＝Ｑ０Ｑ１Ｑ２ｅ４０
ｅ４０＝［０ ０ １］











 Ｔ

（２１）

式中　ｅ４０———Ｚ轴上的单位向量
ｒ４ｉ表示第 ｉ－１个坐标系原点到第 ４个坐标系

原点的位置矢量，具体可以表示为

ｒ４１＝Ｑ０ａ４１＋Ｑ０Ｑ１ａ４２＋Ｑ０Ｑ１Ｑ２ａ４３
ｒ４２＝Ｑ０Ｑ１ａ４２＋Ｑ０Ｑ１Ｑ２ａ４３

ｒ４３＝Ｑ０Ｑ１Ｑ２ａ４３
其中 ａ４ｉ＝［０ ０ ｄｉ］Ｔ

式中　ｄｉ———沿 ｚｉ－１轴移动的距离
对于中间串联部分，速度映射模型为

Ｊｓθ
·

＝ｖ （２２）

其中　ｖ＝［ｖｐ ω］Ｔ　θ
·

＝［θ
·

１ θ
·

２ ｄ
·

３］
Ｔ

则串联部分的雅可比矩阵
［１２－１３］

为

Ｊｓ＝
ｅ４１×ｒ４１ ｅ４２×ｒ４２ ｅ４３
ｅ４１ ｅ４２[ ]Ｏ （２３）

式中　Ｏ———零矩阵
即

Ｊｓ＝

０ ｄ３ｓｉｎθ２ －ｃｏｓθ２
－ｄ３ｓｉｎθ１ｓｉｎθ２ ｄ３ｃｏｓθ１ｃｏｓθ２ ｃｏｓθ１ｓｉｎθ２
ｄ３ｃｏｓθ１ｓｉｎθ２ ｄ３ｓｉｎθ１ｓｉｎθ２ ｓｉｎθ１ｓｉｎθ２

１ ０ ０
０ ｓｉｎθ１ ０

０ －ｃｏｓθ１



















０

（２４）
Ｊｓ∈Ｒ

６×３
是串联部分的雅可比矩阵，表示从关

节空间向操作空间运动的速度传递的广义传动比。

２２３　３ＰＵＳＵＰ机构雅可比矩阵的建立
驱动方程和约束方程建立的运动学模型可以反

映并联机器人机构的整体运动特性，由于机构在运

动过程中，动平台有沿 Ｘ轴、Ｙ轴移动的伴随运
动

［１４］
，为了避免少自由度并联机构雅可比矩阵元素

的量纲不一致问题，而导致并联机构的输入运动与

输出运动之间的映射关系失真。本文可利用驱动和

约束方程之间的关系，将矩阵元素做归一化处理。

由于姿态是位置的函数，可以用关于位置 ｘ·、ｙ·、

ｚ· 的函数表示 θ
·

１和 θ
·

２。

取 Ｊｓ矩阵的前３行作为新的矩阵 Ｊ′ｓ，可以得到

Ｊ′ｓ［θ
·

１ θ
·

２ ｄ
·

３］
Ｔ＝［ｘ· ｙ· ｚ·］Ｔ （２５）

式（２５）两边同时乘以 Ｊ′ｓ
－１
，整理可得 θ

·

１和 θ
·

２

与 ｘ·、ｙ·、ｚ· 的关系式

θ
·

１

θ
·









２ ２×１

＝
０ －

ｓｉｎθ１
ｄ３ｓｉｎθ２

ｃｏｓθ１
ｄ３ｓｉｎθ２

ｓｉｎθ２
ｄ３

ｃｏｓθ２
ｄ３ｃｏｓθ１

ｃｏｓθ２
ｄ３ｓｉｎθ













１ ２×３

ｘ·

ｙ·

ｚ









·
３×１

（２６）

根据式（２２）和（２４），还可以得出关于 θ
·

１和 θ
·

２

与 ωｘ、ωｙ、ωｚ的关系式
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ωｘ
ωｙ
ω











ｚ ３×１

＝

１ ０
０ ｓｉｎθ１
０ －ｃｏｓθ









１ ３×２

θ
·

１

θ
·









２ ２×１

（２７）

联立式（２６）和（２７），整理可得
ω＝Ｊｃｖｐ （２８）

线速度 ｖｐ可以写成
ｖｐ＝Ｉｖｐ （２９）

式中　Ｉ———单位对角矩阵
于是，恰约束从动支链的速度映射方程可以表

示为

ｖｐ[ ]ω ＝Ｊｑ

ｘ·

ｙ·

ｚ









·

（３０）

其中 Ｊｑ＝
１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １

０ －
ｓｉｎθ１
ｄ３ｓｉｎθ２

ｃｏｓθ１
ｄ３ｓｉｎθ２

ｓｉｎθ１ｓｉｎθ２
ｄ３

ｓｉｎθ１ｃｏｓθ１ｃｏｓθ２
ｄ３

ｃｏｓθ１ｓｉｎ
２θ１

ｄ３

－
ｃｏｓθ１ｓｉｎθ２
ｄ３

－
ｃｏｓ２θ１ｃｏｓθ２
ｄ３

－
ｓｉｎθ１ｃｏｓθ１ｃｏｓθ２

ｄ





























３

（３１）
联立式（１４）和（３１），可得并联机构总的雅可比

矩阵为

Ｊ＝ＪｐＪｑ （３２）
式（３２）中的 Ｊ∈Ｒ３×３是 ３ＰＵＳＵＰ并联机构秩为 ３
的完整雅可比矩阵。

３　并联机构运动性能指标的建立

考虑该机构的工作需求及条件，本文引入运动

灵巧性和刚度作为其性能评价指标。

３１　运动灵巧性
通常把雅可比矩阵条件数的倒数定义为局部条

件数（ＬＣＩ）作为运动学巧性的量度
ＬＣＩ＝１／κ（Ｊ） （３３）

其中 κ（Ｊ）＝‖Ｊ‖‖Ｊ－１‖
式中　κ（Ｊ）———雅可比矩阵条件数

通常０≤ＬＣＩ≤１，ＬＣＩ＝０，表明机构处于奇异位
置；ＬＣＩ＝１，表明该位形各向同性，此时机构具有最
佳的运动传递性能。为了评估机构在整个工作空间

的灵巧性，Ｇｏｓｓｅｌｉｎ［１５］提出了全局灵巧性指标

ＧＣＩ＝
∫ＷＬＣＩｄＷ
ｄＷ

（３４）

式中　Ｗ———可达工作空间
在可达工作空间的基础上，定义工作空间中局

部运动灵巧性 ＧＣＩ≤ＬＣＩ≤ＬＣＩｍａｘ的集合为该新型并联

机构在可达工作空间内的最优工作区域
［１６］
。

３２　机构刚度指标
通常采用刚度矩阵 Ｋ的最大和最小特征值作

为评价机构刚度性能的指标
［１７－１８］

。

刚度矩阵可以表示为

Ｋ＝ＪＴｋｉＪ （３５）
式中　ｋｉ———驱动副的关节刚度

设定关节刚度 ｋ１＝ｋ２＝ｋ３＝ｋ＝１０００Ｎ／ｍｍ，则

刚度矩阵 Ｋ［１９］可表示为
Ｋ＝ｋＪＴＪ （３６）

将刚度问题归结为矩阵的特征值和特征向量的

问题，设 Ｋ为 ３阶方阵，如果存在数 λ和 ３维非零
列向量 ε使关系式

Ｋε＝λε （３７）
成立，数λ称为矩阵Ｋ的特征值，非零向量ε称为Ｋ
的对应特征值 λ下的特征向量。

在给定机构的位置可以求出刚度矩阵的特征值

λｉ，εｉ是特征值所对应的特征向量，λｉ的意义表示
的是并联机构在 εｉ方向的刚度。用 λｍａｘ和 λｍｉｎ分别
代表的最大和最小特征值，并联机构在给定位置处

的最大和最小刚度就发生在 εｍａｘ和 εｍｉｎ方向。

４　并联机构运动学仿真分析与验证

对于图 １所示的并联机构，设定结构参数 ｒａ＝

０２５ｍ，ｒｂ＝０７５ｍ，ｒｃ＝０４ｍ，ｌ＝０７５ｍ，α＝
π
４
。

设定动平台的运动轨迹为

ｘ (＝－０１５ｓｉｎ π
１０ )ｔ

ｙ (＝０１５ｃｏｓ π
１０ )ｔ

ｚ (＝０７５－００１ｃｏｓ π
２０ )











 ｔ

（３８）

由速度逆解

［ｓ·１ ｓ·２ ｓ·３］
Ｔ＝Ｊ［ｘ· ｙ· ｚ·］Ｔ （３９）

按照设定的运动轨迹，通过 Ｍａｔｌａｂ编程可得 ３
个驱动副的速度变化规律曲线，如图 ３ａ所示。同
时，基于多体系统动力学仿真软件 ＲｅｃｕｒＤｙｎ对本文
所论述机构的虚拟样机进行仿真，可以获得机构输

入与输出位置参数之间的映射曲线，如图３ｂ所示。
图３ｂ所得曲线与利用等式（３９）编程所得的速

度曲线求解结果是一致的。通过虚拟样机仿真验证

说明雅可比矩阵的理论求解是正确的，前期的数学
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图 ３　驱动副速度 时间曲线

Ｆｉｇ．３　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｄｒｉｖｉｎｇｊｏｉｎｔｖｅｌｏｃｉｔｙ
（ａ）Ｍａｔｌａｂ编程　（ｂ）Ｒｅｃｕｒｄｙｎ仿真

　
建模过程是可行的，这为后续性能指标的计算建立

了理论基础。

５　应用算例与机构性能分析

对于图 １所示的并联机构，设定工作空间的搜
索范围为 －０４ｍ≤ｘ≤０４ｍ，－０４ｍ≤ｙ≤０４ｍ，
０５ｍ≤ｚ≤１ｍ；设定驱动副的位移 ｓｉ的范围为（０，

０５ｍ），虎克铰的最大转角 Ｕｉ为
π
２
，球铰的最大转

角 Ｓｉ为
π
３
。

５１　运动学灵巧性分析
图４表示动平台在不同高度下局部条件数的分

布情况。机构在 Ｚ方向移动越小，机构的局部条件
数越接近于１，说明机构的运动灵巧性越好，运动精
度越高。而且局部条件数在（０，１）之间连续变化，
没有突变，说明该机构的运动灵巧性较好。

图 ４　不同高度下局部条件数的分布图

Ｆｉｇ．４　Ａｔｌａｓｏｆｔｈｅｌｏｃａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｄｅｘｕｎｄｅｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｈｅｉｇｈｔ
　

图５为给定三维空间下不考虑约束条件的整个
工作空间内局部运动灵巧性的分布规律。

图６为考虑约束条件下的可达工作空间内局部

图 ５　理想工作空间内的运动灵巧性分布

Ｆｉｇ．５　Ａｔｌａｓｏｆｔｈｅｋｉｎｅｍａｔｉｃｄｅｘｔｅｒｉｔｙｉｎｉｄｅａｌｗｏｒｋｓｐａｃｅ
　

图 ６　可达工作空间的运动灵巧性分布

Ｆｉｇ．６　Ａｔｌａｓｏｆｔｈｅｋｉｎｅｍａｔｉｃｄｅｘｔｅｒｉｔｙｉｎｔｈｅ

ｒｅａｃｈａｂｌｅｗｏｒｋｓｐａｃｅ
　
运动学灵巧性的分布规律。

从图 ６中可以看出，机构的运动灵巧性随机构
位形的变化而变化，局部运动灵巧性的变化范围为

（０３５３０，０９９５７），局部运动灵巧性越大，说明机构
的传递性能越好，精度越高。

根据第４节给定的机构参数和式（３３）、（３４），
可以得到 ＬＣＩｍａｘ＝０９９５７，ＧＣＩ＝０５３６２，则该机构在
可达工作空间内的最优区域为（０５３６２，０９９５７）。
图７为该并联机构局部运动灵巧性在最优工作区域
的分布。对并联机构进行轨迹规划时，应尽量满足

机构在最优工作区域内工作，使机构具有较好的运

动学性能，从而提高机构的运动精度和控制精度。

图 ７　运动学灵巧性的最优工作区域

Ｆｉｇ．７　Ｏｐｔｉｍｕｍｒｅｇｉｏｎｏｆｔｈｅｋｉｎｅｍａｔｉｃｄｅｘｔｅｒｉｔｙ
　
５２　机构刚度分析

图８和图 ９给出了 ｚ＝０９５ｍ的工作平面内
３ＰＵＳＵＰ并联机构的最大刚度和最小刚度图谱，
图１０和图１１给出了机构在工作空间内最大和最小
刚度的方向。

图８和图 ９反映了刚度的等值线分布情况，由
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图 ８　并联机构的最大刚度映射图谱

Ｆｉｇ．８　Ａｔｌａｓｏｆｔｈｅｍａｘｉｍｕｍｓｔｉｆｆｎｅｓｓｏｆｐａｒａｌｌｅｌ

ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
　

图 ９　并联机构的最小刚度映射图谱

Ｆｉｇ．９　Ａｔｌａｓｏｆｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍｓｔｉｆｆｎｅｓｓｏｆ

ｐａｒａｌｌｅｌｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
　

图 １０　并联机构的最大刚度方向

Ｆｉｇ．１０　Ｖｅｃｔｏｒｄｉｒｅｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｍａｘｉｍｕｍ

ｓｔｉｆｆｎｅｓｓｏｆｐａｒａｌｌｅｌｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
　

于机构具有一定的对称性，其最大和最小刚度的分

布也关于 ｙ轴具有一定的对称性；在工作空间内，最
大和最小刚度指标的变化范围分别为（３３５×１０３，
３５５×１０３）Ｎ／ｍｍ和（７０×１０２，９０×１０２）Ｎ／ｍｍ，
刚度分布均匀、变化平稳、无突变，说明机构刚度性

能较好；图 １０和图 １１所代表的最大和最小刚度的
　　

图 １１　并联机构的最小刚度方向

Ｆｉｇ．１１　Ｖｅｃｔｏｒｄｉｒｅｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍ

ｓｔｉｆｆｎｅｓｓｏｆｐａｒａｌｌｅｌｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
　
方向实际上是最大和最小变形的方向，当终端作用

力沿着特征向量的方向时，终端的变形也沿着特征

向量的方向，变形值取得最大或最小。变形最大的

方向，刚度最低，柔度最高；变形最小的方向，刚度最

高，柔度最低
［２０］
。因此，该３ＰＵＳＵＰ并联机构在工

作时应尽量使终端载荷的方向沿最小刚度的方向，

使机构承载能力最佳。

６　结论

（１）针对空间３自由度 ３ＰＵＳＵＰ并联机构，充

分考虑驱动支链、串联约束链及末端平台伴随运动

的影响，利用封闭矢量法求解位置逆解建立并联驱

动部分的雅可比矩阵；采用 Ｄ Ｈ法建立对中间 ＵＰ
串联约束支链的雅可比矩阵。结合驱动方程和约束

方程的关系，构建 ３ＰＵＳＵＰ并联机构完整的雅可
比矩阵，建立该机构的运动学模型；并通过仿真验证

了雅可比矩阵求解的正确性。

（２）引入运动灵巧性和机构刚度性能指标，并
绘制运动灵巧性和机构刚度在工作空间中的分布图

谱，研究机构的运动灵巧性和机构刚度在整个工作

空间的分布情况，定义并计算机构可达工作空间的

运动学灵巧性的最优工作区域。

（３）得到了该机构的运动灵巧性和机构刚度在
整个工作空间的分布情况，以及运动灵巧性最优工

作区域，结果表明，该机构具有较好的运动灵巧性与

刚度性能。
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