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给定两连杆运动面的Ｗａｔｔ Ｉ六杆机构空间解域综合方法
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摘要：针对运动生成 Ｗａｔｔ Ｉ型六杆机构综合问题，给出了一种基于空间解域的综合方法。该型机构中作为末端

执行构件的连杆和一个四杆机构的连杆运动面相连，因此需要给出这个连杆运动面的位置。该方法首先综合四杆

机构，然后将二杆组添加到四杆机构上。对于四位置问题，四杆机构综合可得到无穷多机构解，而对于任意四杆机

构又有无穷多种添加二杆组的方法。本文以四杆机构的平面解域为基础，将综合所得无穷多六杆机构在一个有限

的空间区域内表示出来，还给出一种能有效判断 Ｗａｔｔ Ｉ型六杆机构回路和分支缺陷的方法。通过对综合所得无

穷多机构解进行判断，建立六杆机构去除回路分支缺陷的空间可行域。空间解域的应用使设计者能够从整体上把

握六杆机构的可行解的全部解空间，从而使获得附加更多条件的最优机构成为可能。
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　　引言

对于运动及轨迹生成六杆机构综合问题的研究

方法有很多
［１－５］

。其中 ＭｃＣａｒｔｈｙ等［１－３］
对五位置

运动生成问题进行了研究，该研究给定一个包含末

端执行构件的 ３Ｒ杆的 ５个位置，然后通过在其上
添加２个 ＲＲ杆得到六杆机构。五位置问题所得机
构解的个数是有限的，可选余地少，如果机构不满足

要求也没有其他选择。而四位置问题可综合得到无

穷多机构，设计者有很大的选择余地，在附加了各项

性能条件之后，总能优选出满足要求的机构，因此更

具实际意义。

对于一个 Ｗａｔｔ Ｉ型机构，注意到该机构作为
末端执行构件的连杆与一个四杆机构的连杆运动面

相连，因此该六杆机构可以看作四杆机构和二杆组

的组合。给定的设计条件是末端执行构件的４个位
置以及相对应四杆机构连杆运动面的４个位置。这
样可以首先综合四杆机构，然后在其上添加一个二

杆组。

该综合思路在文献［６－７］中曾作简单阐述，但
是没有对机构的空间解域形成方法及回路和分支缺

陷的判断问题进行深入系统研究，要得到无缺陷的

六杆机构只能通过多次尝试。由于无法从整体上把

握无缺陷六杆机构的铰链点分布情况，往往会因为

第一步四杆机构选取的不合理导致最后得不到满足

要求的六杆机构。本文给出一种缺陷判别方法，建

立无缺陷六杆机构的空间解域，或称可行域。通过

全解域遍历计算，以期在可行域上找到最优机构。

１　运动生成的基本理论

要综合如图 １ａ所示的 Ｗａｔｔ Ｉ型六杆机构，首
先要综合四杆机构 Ａ０ＡＢＢ０。设计要求中已经给出
Ｐ′点的４个坐标以及四杆机构连杆运动面 Ｐ′ＡＢ的
４组转角，因此这是一个运动生成四位置问题，需要

图 １　Ｗａｔｔ Ｉ型六杆机构及分解后的四杆机构和二杆组
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确定的是铰链点 Ａ０、Ａ、Ｂ和Ｂ０的坐标。设在第１位

置时圆点（Ａ点）矢量为 Ａｃ１＝［ｘｃ１　ｙｃ１］
Ｔ
，可得它的

分布曲线为布尔梅斯特圆点曲线
［８－９］
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文献［８－９］中已经详细阐述了综合无缺陷四杆机
构的方法，此处不再赘述。

在得到了四杆机构 Ａ０ＡＢＢ０之后，在其上添加
一个二杆组 Ｃ′ＣＰ′，其中铰链点 Ｐ′的坐标已经给出，
只需确定 Ｃ′和 Ｃ点的坐标。其中 Ｃ′点位于连架杆
ＡＡ０所在的运动平面 π′内，Ｃ点位于六杆机构末端
执行构件 ＰＰ′Ｃ所在的运动平面 π内，如图 ２所示。
π′的运动为绕固定铰链点 Ａ０的旋转运动，π的运动
为刚体平面运动。设待求第 １位置时 Ｃ点的矢量
为 Ｃ１ ＝［Ｃｘ１　Ｃｙ１］

Ｔ
，得到它的分布曲线方程式

为
［６－７］

Ｈ′１（Ｃ
３
ｘ１＋Ｃｘ１Ｃ

２
ｙ１）＋Ｈ′２（Ｃ

３
ｙ１＋Ｃ

２
ｘ１Ｃｙ１）＋

Ｈ′３Ｃ
２
ｘ１＋Ｈ′４Ｃ

２
ｙ１＋Ｈ′５Ｃｘ１Ｃｙ１＋Ｈ′６Ｃｘ１＋
Ｈ′７Ｃｙ１＋Ｈ′８＝０ （２）

式（２）所示的曲线和布氏曲线类似，也是一条
三阶虚圆点曲线，其上任意一点都可以作为铰链点

Ｃ的坐标。由于 Ｃ和 Ｃ′点总是一一对应的，因此可
以通过相关公式求出 Ｃ′点的分布曲线［６－７］

，一般情

况下只需给出一条曲线。为了便于叙述，本文将铰

链点 Ｃ的分布曲线表示为 Ｃ′Ｃ Ｃ，将 Ｃ′的分布曲
线表示为 Ｃ′Ｃ Ｃ′。确定了 Ｃ和 Ｃ′点，也就完成了
六杆机构的综合。

图 ２　六杆机构运动到 ２个不同位置的示意图

Ｆｉｇ．２　Ｇｒａｐｈｏｆａｓｉｘｂａｒｌｉｎｋａｇｅｉｎｔｗｏｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ
　

２　解域的形成

四杆机构综合可得到无穷多机构解（∞），而任

取的一个四杆机构又对应着一条 Ｃ′Ｃ Ｃ，其上有无
穷多的 Ｃ点（∞），由此可知最后综合所得六杆机构

的个数更是无穷多（∞２
）。但这些机构不可能都适

用，有些机构不拆开重装就不能通过全部给定位置

（存在回路缺陷），有些机构在运动过程中会通过具

有运动不确定性的位置（存在分支缺陷），这些机构

必须去除。这就不仅需要对综合所得机构进行缺陷

判别，还要求能从整体上把握可行机构解的分布情

况，即设计者必须知道如何选取才能得到无缺陷的

机构，对于传统的设计方法，这一点是困难且盲目

的。

为了解决这个问题，给出一种空间机构解域的

建立方法。由文献［６－９］可知，运动生成中无穷多
四杆机构的类型、缺陷信息等可以在一个平面区域

内表示出来。如图 ３所示，将固定铰链点 Ａ０、Ｂ０以
及动铰链点 Ａ、Ｂ的取值范围都进行限定。对于圆
心曲线上的点，能满足固定铰链点取值范围要求并

且同时保证与之对应的动铰链点也满足取值范围要

求的点就可以作为铰链点 Ａ０和 Ｂ０。将这些点按一
定顺序排列，取它们的横坐标值分别作为一个平面

区域的 ｘ坐标和 ｙ坐标，就得到了四杆机构的解域。

图 ３　铰链点的取值范围
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以四杆机构的平面解域作为要建立的空间解域

的 ｘ ｙ面，显而易见，这个面上的任一点（ｘ，ｙ）都代
表一个四杆机构。而对于任意四杆机构又对应着一

条Ｃ′Ｃ Ｃ（或Ｃ′Ｃ Ｃ′），该曲线上每点都可以确定
一个二杆组 Ｃ′ＣＰ′。限定铰链点 Ｃ（以及 Ｃ′）的取值
范围，保留 Ｃ′Ｃ Ｃ上满足铰链点取值范围要求的

点，通过把这些点进行分组并按一定的顺序排列，把

它们的横坐标值作为要建立的空间解域的 ｚ坐标
轴，就完成了解域的建立。这个空间区域内的任一

点，其 ｘ、ｙ坐标值确定了一个四杆机构，其 ｚ坐标值
表示的是与四杆机构相对应的 Ｃ′Ｃ Ｃ上一点。有
了这些参数也就得到了一个六杆机构，因此在这个

解域内可以用一个空间点表示一个六杆机构。对这

些机构进行缺陷判别，并附加其他尺寸约束条件

（如杆长比等），去除不满足要求点（机构），剩下的

点对应的就是满足要求的六杆机构。从解域图中可

以直观地看到可行六杆机构的分布情况，对设计者

选取满足要求的机构具有重要指导意义。
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３　Ｗａｔｔ Ｉ型机构回路和分支缺陷的判定

对于六杆及多杆机构回路和分支问题的研究方

法有很多，如环路分解法、雅可比矩阵法、Ｄｉｘｏｎ结
式法等

［１０－１８］
。本节给出简单实用的 Ｗａｔｔ Ｉ型六

杆机构缺陷判别方法，对于 Ｗａｔｔ Ｉ型机构（图１ａ），
设其主动杆 Ａ０Ａ与机架 Ａ０Ｂ０的夹角（主动角）为
φ１，这个机构的运动受四杆机构 Ａ０ＡＢＢ０和二杆组
Ｃ′ＣＰ′的制约。这里给出的方法就是以四杆机构
Ａ０ＡＢＢ０为基础来分析六杆机构的运动，使六杆机构
生成正确的连杆运动，从而进一步判断该机构在运

动生成中的回路和分支缺陷。

判断过程如下：在只考虑 Ａ０ＡＢＢ０运动的情况
下，可以根据四杆机构的尺寸参数很容易得到 φ１的
取值区间 φ１∈［φ１ｍｉｎ，φ１ｍａｘ］，并且对于四杆机构，它
的回路和分支形式已经解决，因此可以在主动杆的

取值区间内正确生成连杆运动。接着考虑整个六杆

机构，它可以看作是在 Ａ０ＡＢＢ０的基础上添加了一
个二杆组 Ｃ′ＣＰ′得到的，这样 Ａ０ＡＢＢ０的运动就要受
到 Ｃ′ＣＰ′的限制。

当主动角 φ１在［φ１ｍｉｎ，φ１ｍａｘ］内以一定的步长连
续取值时，按照四杆机构的运动可以得到铰链点 Ａ、
Ｂ、Ｃ′和 Ｐ′的坐标。而对于铰链点 Ｃ，它与铰链点 Ｃ′
和 Ｐ′组成一个三角形，这个三角形在运动过程中要
满足边长条件。当 Ｃ′和 Ｐ′之间的距离 ｌＣ′Ｐ′大于 Ｃ′Ｃ
杆和 Ｐ′Ｃ杆的长度之和 ｌＣ′Ｃ＋ｌＰ′Ｃ，或者 ｌＣ′Ｐ′小于 Ｃ′Ｃ
杆和 Ｐ′Ｃ杆的长度之差｜ｌＣ′Ｃ－ｌＰ′Ｃ｜时，铰链点 Ｃ就
不存在了，也就是这两个杆被“拉断”或者“压断”

了。这就说明当 φ１取这些值时，只能保证 Ａ０ＡＢＢ０
的正确运动而不能保证六杆机构正确运动。因此要

使六杆机构能正确运动，φ１的取值区间首先要包含
在［φ１ｍｉｎ，φ１ｍａｘ］中，并且还需要满足条件

｜ｌＣ′Ｃ－ｌＰ′Ｃ｜≤ｌＣ′Ｐ′≤ｌＣ′Ｃ＋ｌＰ′Ｃ （３）
根据式（３）可以得到满足六杆机构运动的 φ１

的取值范围，它们可能是离散分布的多个小区间，也

可能与单独四杆机构运动时的主动角运动范围相

同。前者说明该机构存在多个回路，后者说明该

机构只存在一个回路。图 ４所示为一个六杆机构
所有的回路情况，从中可以看出该机构存在 ４个
回路。

运动生成的目的是使综合的机构不拆开重装就

能通过给定的位置，从上面的分析已经可以计算得

出任意 Ｗａｔｔ Ｉ型六杆机构的回路个数并正确生成
了各回路对应的连杆曲线，因此只需要判断给定的

末端执行件的 ４个位置是否位于同一条连杆曲线
上。如果这４个位置都在一条连杆曲线上，那么这

图 ４　具有 ４个回路的 Ｗａｔｔ Ｉ型六杆机构
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个机构就可以在一个构型内达到所有的给定位置，

也就是不存在回路缺陷，反之则存在回路缺陷。对

于不存在回路缺陷的机构，再来判断其是否存在分

支缺陷。存在不同分支意味着机构在运动过程中

Ｃ′Ｃ杆和 Ｐ′Ｃ杆会经过拉直共线或重叠共线（即
ｌＣ′Ｐ′达到长度的上下限）的位置。而铰链点 Ｃ在达
到 Ｃ′Ｃ杆和 Ｐ′Ｃ杆共线的极限位置后，接下来会运
动到另一个分支，而不是原路返回。数学描述就是

向量
→ＣＰ′和 →ＣＣ′的叉积 →ＣＰ′× →ＣＣ′的符号发生了变化。

因此判断分支缺陷的方法就是在给定的４个位置处
分别作向量

→ＣＰ′和 →ＣＣ′的叉积，如果叉积的符号发生
变化，则存在分支缺陷，反之则不存在。这样就完成

了运动生成四位置六杆机构综合问题中回路和分支

缺陷的判别。

４　综合示例

如图５所示，综合一个手指形状的抓取机构，初
始位置为伸直状态，最后一个位置为握起状态。

图 ５　类似手指的六杆机构
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给定Ｐ点和Ｐ′点在４个位置的坐标 Ｐｉ（Ｐｉｘ，Ｐｉｙ）

（ｉ＝１，２，３，４）和 Ｐ′ｉ（Ｐ′ｉｘ，Ｐ′ｉｙ），这样也就知道了末端
执行构件所在运动平面 π的转角 θｉ。此外按照本
文的综合思路还需要给出 Ｐ′点所在四杆机构连杆
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运动面 π′在 ４个位置的转角 θ′ｉ，各种设计条件如
表１所示。

表 １　给定的六杆机构末端执行件及四杆机构

连杆运动面的四位置参数

Ｔａｂ．１　Ｆｏｕｒｐｒｅｓｃｒｉｂｅｄｐｏｓｉｔｉｏｎｓｏｆｓｉｘｂａｒｌｉｎｋａｇｅ

ｅｎｄｅｆｆｅｃｔｏｒａｎｄｆｏｕｒｂａｒｌｉｎｋａｇｅｃｏｕｐｌｅｒｐｌａｎｅ

Ｐｉ θｉ／（°） Ｐ′ｉ θ′ｉ／（°）

１ （－１９，１０） －２８２ （０，０） ０

２ （－４２５，－４６５） ４０２ （１２１４，－３２６３） ４５

３ （３４５，－７１０） ９６２ （３２１７，－４９６７） ８０

４ （８４５，－５６５） １６８２ （６３４８，－５２１２） １３３

　　从实际应用角度考虑，为了使机构接近手指形
状，本例中限定铰链点 Ａ０和 Ｂ０的横坐标取值在
６０～９０之间，铰链点Ａ和Ｂ的横坐标取值在２０～５０
之间，铰链点 Ｃ和 Ｃ′的横坐标取值在 －１０～３０之
间。此外限定所有待求铰链点的纵坐标取值范围都

在 －６０～６０之间，并要求杆长比 ｌｍａｘ／ｌｍｉｎ≤８。给出
的各运动面的位置及铰链点限定区域如图６所示。

图 ６　给定的设计条件

Ｆｉｇ．６　Ｄｅｓｉｇｎｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔｓ
　

首先综合四杆机构 Ａ０ＡＢＢ０，这是一个运动生成
四位置问题，连杆运动面上的四个位置都是已知的

（由点坐标 Ｐ′ｉ及连杆面转角 θ′ｉ确定）。建立四杆机
构类型解域，通过缺陷判别去除存在回路和分支缺

陷的部分，并要求杆长比 ｌｍａｘ／ｌｍｉｎ≤８，得到如图 ７所
示的可行机构解域，其中机构的分类方法参照文

献［１９－２０］。
图７中标号为０的部分为不满足设计要求的区

域，并且可以看出本例中只能得到双摇杆和内 外摆

动的三摇杆这两种类型的四杆机构。理论上在剩下

的可行区域内任取一点就得到四杆机构 Ａ０ＡＢＢ０，然
后计算出 Ｃ′Ｃ Ｃ。在该曲线上任取一点即可得到
一个二杆组，和已知的四杆机构相连就完成了六杆

机构的综合。

图 ７　四杆机构的平面可行解域

Ｆｉｇ．７　Ｆｅａｓｉｂｌｅｐｌａｎａｒｓｏｌｕｔｉｏｎｒｅｇｉｏｎｓｏｆｆｏｕｒｂａｒｌｉｎｋａｇｅ
１．曲柄摇杆　２．双摇杆　３．摇杆曲柄　４．双曲柄　５．三摇杆（内

外）摆动　６．三摇杆（外 外摆动）　７．三摇杆（外 内摆动）　

８．三摇杆（内 内摆动）

　

对于综合所得无穷多六杆机构，为了能够从整

体上把握可行机构解的分布情况，这里根据前面所

述的方法建立六杆机构的空间解域。如图８所示是
去除了分支和回路缺陷并附加杆长比约束条件

ｌｍａｘ／ｌｍｉｎ≤８之后所得的六杆机构空间可行解域。该
可行域内的每个点都代表一个满足设计要求的六杆

机构，它的 ｘ和 ｙ坐标值分别确定了铰链点 Ａ０、Ａ和
Ｂ０、Ｂ的坐标，而从它的 ｚ坐标值可以得到铰链点 Ｃ
和 Ｃ′的坐标。需要注意的是，由于 ｚ坐标轴表示的
是经过排序的铰链点 Ｃ的横坐标 Ｃｘ，而不同 Ｃ′Ｃ
Ｃ上满足铰链点位置要求的 Ｃ点的个数是不一样
的。也就是对于 ｘ ｙ面内的每一个点，与其对应的
ｚ轴的长度是不一样的，因此在图 ８中不便于统一

标注 ｚ轴的刻度。此处 ｚ轴上标注的是与下文中选
定的四杆机构（（ｘ，ｙ）＝（７２２３，７４４１））相对应的
那条 Ｃ′Ｃ Ｃ上 Ｃ点的横坐标。此外由于要对全部
六杆机构进行缺陷判别，所需的计算时间比较多，因

此这里只给出空间可行域的一部分。

在图８所示的可行域内任意选点都可得到满足
设计要求的六杆机构，但位于可行域内部的点由于

被遮挡而无法直接选取，在综合机构时还需要配合

使用解域图７。本例中在图８空间解域的 ｘ ｙ面上
选择坐标为（ｘ，ｙ）＝（７２２３，７４４１）的点，将这个点
对应到图７所示的四杆机构平面解域中，可以看出
得到的是一个双摇杆的四杆机构。它的各铰链点的

坐标 为：Ａ０（７２２０，１０３）、Ｂ０（７４４０，１６６８）、
Ａ（２４１７，４７５）、Ｂ（２６４９，－４９６），该四杆机构如
图９所示。
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图 ８　六杆机构的空间可行解域

Ｆｉｇ．８　Ｆｅａｓｉｂｌｅｓｐａｔｉａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｒｅｇｉｏｎｓｏｆｓｉｘｂａｒｌｉｎｋａｇｅ
　
为了更直观地进行铰链点 Ｃ和 Ｃ′的选择，将与

这个四杆机构相对应的曲线 Ｃ′Ｃ Ｃ上的各可行区
段绘图，如图１０所示。

图 ９　综合所得四杆机构 Ａ０ＡＢＢ０
Ｆｉｇ．９　ＳｙｎｔｈｅｓｉｚｅｄｆｏｕｒｂａｒｍｅｃｈａｎｉｓｍＡ０ＡＢＢ０

　
如图１０所示，在曲线 Ｃ′Ｃ Ｃ的可行区段上任

取一点都可得到满足杆长比条件的无缺陷机构，此

处选择坐标为（０６０，１５９７）的点作为铰链点 Ｃ，与
之对应 的 作 为 铰 链 点 Ｃ′的 点 坐 标 为 （２０７７，
－４２９）。最终综合的 Ｗａｔｔ Ｉ型六杆机构如图 １１
所示，可以看出这个机构存在两个回路，但是其中一

个回路可以通过所有 ４个给定位置，因此该机构并
　　　

图 １０　Ｃ′Ｃ Ｃ上的可行区段

Ｆｉｇ．１０　ＦｅａｓｉｂｌｅｓｅｃｔｉｏｎｓｏｎＣ′Ｃ Ｃ
　

图 １１　综合所得无缺陷六杆机构

Ｆｉｇ．１１　ＳｙｎｔｈｅｓｉｚｅｄＷａｔｔ Ｉｓｉｘｂａｒｌｉｎｋａｇｅ
　
不存在回路缺陷。

５　结束语

结合缺陷判别及解域方法对运动生成四位置

Ｗａｔｔ Ｉ型六杆机构的综合问题进行了研究。以四
杆机构的平面解域为基础建立可行六杆机构的空间

分布解域，空间可行域使设计者从总体上把握六杆

机构的缺陷分布情况，指导设计者方便快捷地完成

综合任务。缺陷判别及可行域建立过程都可以通过

程序自动实现，计算实例表明该方法简单有效，具有

实用价值。
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