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基于节点变量法的连续体结构拓扑优化设计
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（华东交通大学机电工程学院，南昌 ３３００１３）

摘要：为避免结构拓扑优化设计中的数值不稳定性及考虑制造因素，提出了一种节点变量的连续体结构拓扑优化

设计方法。在指定的子区域内，采用不依赖网格的映射函数表示节点设计变量与节点密度变量的关系，实现最小

尺寸约束，以满足加工工艺要求。以应变能力最小化为目标函数满足结构刚度要求，以结构体积作为约束，建立最

小尺寸约束下的连续体结构拓扑优化模型，将移动近似算法用于拓扑优化问题求解。数值算例结果表明，提出的

方法应用于连续体拓扑优化设计中是有效的，能够消除数值不稳定性现象获得清晰的拓扑结果，结构便于制造加

工。
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　　引言

拓扑优化设计是在规定的设计域，给定边界条

件及载荷作用条件下，寻求结构材料的最佳布局，使

其能在满足一定约束条件下，让某种性能指标达到

最优。拓扑优化设计方法是目前连续体结构优化设

计研究的热点，并且取得迅速发展，成为结构概念设

计的一种有效方法。

然而，连续体拓扑优化结果中普遍存在棋盘格

和网格依赖性等数值不稳定性现象［１］。棋盘格现

象使拓扑结构的可制造性差，网格依赖性导致优化

结果的可靠性降低。Ｄｉａｚ［２］采用合理高阶单元或非
协调单元可有效消除棋盘格现象，但会导致计算规

模增大。Ｓｉｇｍｕｎｄ［３］和李翔［４］提出了过滤技术修改

目标函数的灵敏度信息，避免了数值不稳定性现象，

但拓扑优化结果会出现中间密度单元。Ｐｅｔｅｒｓｓｏｎ［５］

和孙士平［６］通过对单元密度局部梯度进行约束，消

除棋盘格等数值不稳定性问题，但优化结果可能出

现一些局部细小结构。Ｐｏｕｌｓｅｎ［７］和左孔天［８］提出

一种基于卷积因子前处理及小波分析后处理的综合

过滤算法，可消除数值不稳定性现象。周向阳［９］采

用ＳＩＭＰ ＳＳＶ方法进行结构拓扑优化设计，能够获
得清晰拓扑分布。上述研究避免数值不稳定性问题的

方法，大多数都是采用添加额外的约束来限制优化问

题的可行域，没有从根本上解决数值不稳定性问题。

本文提出了一种基于节点变量法的连续体结构

拓扑优化设计方法。在指定的子区域内，采用不依

赖网格的映射函数表示节点设计变量与节点密度变

量的关系，消除数值不稳定性现象获得清晰的拓扑

结果，并且实现最小尺寸约束以满足加工要求。

１　拓扑优化模型的建立

１１　节点变量法
目前，对于连续体结构拓扑优化问题，通常采用

单元密度为设计变量，设计域内的任一点的位移和

密度采用Ｑ４／Ｕ插值方法，如图１ａ所示。单元内任
一点的密度均匀相等，通过节点的位移进行双线性

插值计算得到单元内任一点的位移ｕｅ

ｕｅ＝∑
ｍ

ｉ＝１
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图１　位移场与密度场的插值方法示意图
Ｆｉｇ．１　Ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

ｆｉｅｌｄａｎｄｄｅｎｓｉｔｙｆｉｅｌｄ
（ａ）Ｑ４／Ｕ　（ｂ）Ｑ４／Ｑ４

　



式中　ｕｉ———单元节点位移　Ｎｉ———单元形函数
ｍ———单元的节点数　　ρ———单元密度
ρｅ———单元内任一点密度

这种插值方法只能保证位移场具有Ｃ０连续性，
然而密度场只具有Ｃ－１连续性，光滑性差，导致拓扑
优化结果中出现棋盘格等数值不稳定性［１０］现象。

以节点密度为设计变量，单元内的位移和密度

采用Ｑ４／Ｑ４单元插值方法，如图１ｂ所示，单元内部
每一点的密度不再是均匀相等，而是任意一点的位

移和密度通过单元节点的位移和密度进行双线性插

值求得［１１－１２］
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式中　ρｉ———单元节点密度
节点密度法保证了位移场与密度场都具有 Ｃ０

连续性，可以避免拓扑优化结果中的数值不稳定性

现象［１３］；但是这种方法不能实现最小尺寸约束。

节点变量法采用映射函数表示节点设计变量与

节点密度变量关系，来满足拓扑优化设计的最小尺

寸约束，获得优化结构便于制造加工。映射函数采

用类似于文献［１４－１５］提出的方法，利用最大函数
表示

ρｉ＝ｍａｘｊ∈Ωｉ
（ｄｊ） （３）

式中　ｄｊ———第ｊ节点设计变量
Ωｉ———第ｉ节点的子区域

图２　第ｉ节点子区域
Ｆｉｇ．２　Ｓｕｂｄｏｍａｉｎｏｆｎｏｄｅ

（ａ）矢量示意图　 （ｂ）网格示意图

第ｉ节点的子区域是指：以第 ｉ节点为圆心，以
设定最小半径 ｒｍｉｎ为半径的区域，如图２ａ所示。子

区域内的任一节点与节点ｉ的位移满足关系
ｒ＝｜ｒｉ－ｒｊ｜＜ｒｍｉｎ　（ｊ∈Ωｉ） （４）

式中　ｒ———ｉ节点与ｊ节点之间的位移
ｒｉ———节点与ｉ节点相对于参考点的位移
ｒｊ———节点与ｊ节点相对于参考点的位移

设定最小半径ｒｍｉｎ为指定的约束最小尺寸的一
半，它决定了最优拓扑结构中的最小尺寸大小。ｊ表
示在子域Ωｉ任意一个节点，如图２ｂ所示。
１２　拓扑优化模型

以应变能最小化为目标函数来满足连续体结构

的刚度最大化，以体积为约束，采用映射函数表示设

计变量与单元节点的密度关系来达到最小尺寸约束

目的。基于节点变量法的连续体结构拓扑优化模型

为：
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式中　ＳＥ———结构的应变能
Ｆ———结构所受载荷向量
Ｋ———总刚度矩阵
Ｕ———单元节点的位移向量
Ｖｅ———实体单元的体积
Ｖ０———优化前的结构总体积
ｆ———优化后与优化前的结构体积比
ｄｍｉｎ———设计变量下限
Ｎ———网格单元数目
Ｍ———网格节点数目

１３　灵敏度分析
移动渐近法 （Ｍｅｔｈｏｄｏｆｍｏｖｉｎｇａｓｙｍｐｔｏｔｅｓ，

ＭＭＡ）采用显式的线性凸函数来近似隐式的目标和
约束函数，构造移动近似子问题来得到一个原问题

的近似解。ＭＭＡ法对于各种结构拓扑优化问题都
具有很好的鲁棒性［１６］。ＭＭＡ法是基于梯度的优化
方法，目标函数及约束函数的灵敏度分析是必要的。

由式（３）、式（５）和式（６）可得目标函数对设计
变量的灵敏度为
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式中　Ｓｉ———节点变量ｄｉ映射到的所有节点集合
结构整体刚度矩阵对节点密度变量的灵敏度为

Ｋ
ρｊ
＝∑

Ｎ

ｅ＝１
∫Ωｅ
Ｋｅ
ρｅ
ρｅ
ρｉ
ｄΩｅ＝

∑
Ｎ

ｅ＝１
∫Ωｅ
Ｋｅ
ρｅ
ＮｉｄΩｅ＝∑

Ｎ

ｅ＝１
∫Ωｅｐρｐ－１ｅ ＫｅＮｉｄΩｅ （８）

式中　Ｋｅ———单元的刚度矩阵
ｐ———惩罚系数，本文取３

体积约束对设计变量的灵敏度为
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２　数值算例

以悬臂梁结构为例采用节点变量法进行结构拓

扑优化设计。悬臂梁结构的设计域尺寸如图 ３所
示。悬臂梁结构的长度 Ｌ与宽度 Ｈ之比为８∶５，载
荷作用在结构右边中点，载荷大小 Ｆ＝１Ｎ，左边固
定，材料的弹性模量Ｅ为１００ＧＰａ，泊松比为０３，体
积比为０４。

图３　设计域
Ｆｉｇ．３　Ａｄｍｉｓｓｉｂｌｅｄｅｓｉｇｎｄｏｍａｉｎ

　
为了对比说明，采用单元变密度法、过滤处理的

单元变密度法和本文提出的节点密度法进行悬臂结

构拓扑优化设计，设计域离散为８０×５０个４节点矩
形单元，最小半径ｒｍｉｎ为２５。

采用不同方法获得的悬臂梁结构拓扑优化结果

如图４所示。图４ａ是直接采用单元变密度法获得
的拓扑图，可以看到优化结果存在棋盘格现象；

图４ｂ是采用过滤处理的单元变密度法获得的拓扑
图，过滤处理能够消除棋盘格，但是结构边界容易出

现中间密度单元；图４ｃ是采用节点变量法得到的拓
扑图，拓扑优化结果清晰地显现了设计区域内的黑

白边界，消除了棋盘格现象。这说明节点变量法能

够消除棋盘格现象，并且可以获得清晰边界结构。

对设计域进行８０×５０、１６０×１００及 ２４０×１５０
网格划分，采用提出的方法进行悬臂梁结构拓扑优

化设计，拓扑优化结果如图５所示。由图５可知，在
不同网格划分情况下，除了网格数越多边界越光滑

外，得到的拓扑图是一致的，不存在网格依赖性。

网格划分为８０×５０，采用最小半径分别为１５、
２５情况下，进行悬臂梁结构拓扑优化设计，拓扑结

图４　不同方法获得的拓扑图
Ｆｉｇ．４　Ｏｐｔｉｍａｌｔｏｐｏｌｏｇｙｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄ

（ａ）变密度法　（ｂ）过滤处理的变密度法　（ｃ）节点变量法
　

图５　不同网格划分获得的拓扑图
Ｆｉｇ．５　Ｏｐｔｉｍａｌｔｏｐｏｌｏｇｙｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｅｌｅｍｅｎｔｍｅｓｈ
（ａ）网格划分为８０×５０　（ｂ）网格划分为１６０×１００

（ｃ）网格划分为２４０×１５０
　
果如图６所示。映射函数通过最小半径来控制拓扑
结构的最小尺寸，允许的最小尺寸是由两倍最小半
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图６　不同最小半径获得的拓扑图
Ｆｉｇ．６　Ｏｐｔｉｍａｌｔｏｐｏｌｏｇｙｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｉｎｉｍｕｍｒａｄｉｕｓ

（ａ）ｒｍｉｎ＝１５　（ｂ）ｒｍｉｎ＝２５
　
径决定的。由图６可知，与最小半径为１５相比，最

小半径为２５时拓扑优化结果出现较大的尺寸结
构。这说明通过设定的最小半径来控制优化结果中

的最小尺寸约束可行，并且设定的最小半径越大，拓

扑图出现越大尺寸的结构，便于加工制造。

３　结论

（１）采用节点变量法进行连续体结构拓扑优化
设计方法是可行的，能够得到清晰材料分布的拓扑

图。

（２）采用节点变量法进行连续体结构拓扑优化
设计，拓扑优化结果能够避免棋盘格、网格依赖性等

数值不稳定性现象。

（３）通过最小半径来实现拓扑优化结果中的最
小尺寸约束，设定的最小半径越大，拓扑图出现越大

尺寸的结构，便于加工制造。
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