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切削加工机器人刚度模型研究
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摘要：通过对机器人臂杆的分析研究，把机器人臂杆当作一个柔性杆进行处理，分别求出其拉伸、扭转和弯曲的挠

度，运用误差参数建立运动学模型，从而求得臂杆末端挠度的映射模型，并结合机器人各关节传动误差在机器人操

作末端上的挠度误差映射，最终在机器人操作末端叠加关节挠度和臂杆挠度，通过刚度的定义求解出机器人总的

操作空间刚度。建立的机器人刚度模型可为机器人切削加工过程中刀具的误差补偿提供依据。
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　　引言

６自由度关节机器人在切削加工过程中系统刚
度远远低于 ＣＮＣ系统的刚度。典型的 ６自由度关
节工业机器人的刚度通常都低于１Ｎ／μｍ，然而标准
的 ＣＮＣ加工中心的刚度通常都高于 ５０Ｎ／μｍ［１］。
机器人刚度是描述机器人在外力作用下抵抗变形的

能力
［２］
，当机器人手臂末端受到外力的作用时会产

生变形，变形量与机器人系统刚度和作用力大小有

关。机器人的刚度有机械刚度和伺服刚度，其中机

械刚度又分为连杆刚度和关节刚度
［３］
。其中关节

变形主要来自传动谐波齿轮的热变形、编码器的分

辩、齿轮箱的变形和电机传动误差
［４－７］

；机器人臂杆

并非绝对的刚性体，受力产生的变形会对机器人末

端位姿产生误差，臂杆变形主要来源于臂杆的弯曲

变形、扭转变形和拉伸变形。关于机器人关节刚度

不足而造成机器人末端位姿误差的研究国内外已有

学者做了大量的工作，然而将机器人臂杆变形考虑

在内的机器人机械系统刚度模型的研究目前尚未有

此类文献。本文通过对机器人各臂杆分析简化，建

立机器人臂杆刚度模型并结合机器人关节刚度模

型，最终建立起机器人在其操作空间中的机械刚度

模型。

１　机器人运动学模型

针对 ＥＲ５０ Ｃ２０机器人进行研究，根据机器人
的结构参数，运用 Ｄ Ｈ法建立机器人各连杆的附
体坐标系如图１所示。相邻两连杆之间的位置和姿
态关系用一个４×４的齐次变换矩阵来描述，相邻坐

标系的 Ｄ Ｈ变换矩阵为
ｉ－１Ａｉ＝Ｒｏｔ（ｚ，θｉ）Ｔｒａｎｓ（ｚ，ｄｉ）Ｔｒａｎｓ（ｘ，ａｉ）Ｒｏｔ（ｘ，αｉ）

ｉ－１Ａｉ＝

ｃθｉ －ｃαｉｓθｉ ｓαｉｓθｉ ａｉｃθｉ
ｓθｉ ｃαｉｃθｉ －ｓαｉｃθｉ ａｉｓθｉ
０ ｓαｉ ｃαｉ ｄｉ













０ ０ ０ １

图 １　机器人 Ｄ Ｈ坐标系

Ｆｉｇ．１　Ｄ Ｈｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｏｆｒｏｂｏｔ
　
通过表 １可知机器人各臂杆的参数，则操作臂

末端坐标系在基坐标系中的位姿
０Ｔ６就是各坐标系

变化矩阵
ｉ－１Ａｉ的连乘，即

０Ｔ６＝
０Ａ１

１Ａ２
２Ａ３

３Ａ４
４Ａ５

５Ａ６
操作末端附体坐标系在基坐标系中的位姿矩

阵
０Ｔ６可以表示为

０Ｔ６＝

ｎｘ ｏｘ ａｘ ｐｘ
ｎｙ ｏｙ ａｙ ｐｙ
ｎｚ ｏｚ ａｚ ｐｚ













０ ０ ０ １

（１）



其中 ｎｘ、ｎｙ、ｎｚ、ｏｘ、ｏｙ、ｏｘ、ａｘ、ａｙ、ａｚ分别为末端坐标系
的坐标轴在基坐标系中的方向余旋，用来表示操作

末端的姿态 ｐｘ、ｐｙ、ｐｚ为末端坐标系的坐标原点在基
坐标系中的位置。

在机器人运动学基础之上求解机器人雅可比矩

阵，构建雅可比矩阵的方法很多，本文采用 Ｗｈｉｔｎｅｙ
提出的矢量积法，得到机器人的雅可比矩阵为

Ｊ（ｑ）＝
ｚ１×（

０
１Ｒ

１ｐ６）

ｚ１

ｚ２×（
１
２Ｒ

２ｐ６）

ｚ２

ｚ３×（
２
３Ｒ

３ｐ６）

ｚ３

ｚ４×（
３
４Ｒ

４ｐ６）

ｚ４

ｚ５×（
４
５Ｒ

５ｐ６）

ｚ５

ｚ６×（
５
６Ｒ

６ｐ６）

ｚ






６

（２）

表 １　ＥＲ５０ Ｃ２０机器人连杆参数

Ｔａｂ．１　ＬｉｎｋｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆＥＲ５０ Ｃ２０ｒｏｂｏｔ

连杆号

ｉ

杆长

ａｉ－１／ｍｍ

连杆扭角

αｉ－１／ｒａｄ

连杆距离

ｄｉ／ｍｍ

关节转角

θｉ／ｒａｄ

连杆参数

／ｍｍ

１ ａ１ ９０ ｄ１ ０ ５６３（ｄ１）

２ ａ２ ０ ０ ９０ １０１４（ｄ４）

３ ａ３ ９０ ０ ０ ２００（ｄ６）

４ ０ ９０ ｄ４ ０ ２２０（ａ１）

５ ０ ９０ ０ ０ ９００（ａ２）

６ ０ ０ ｄ６ ０ １６０（ａ３）

２　机器人关节挠度映射

机器人操作臂末端产生变形误差的元件主要有

连杆、关节支撑和关节传动驱动装置等。机器人关

节变形主要来源于传动、减速装置和伺服驱动系统，

借用文献［７］的方法可以计算出 ＥＲ５０ Ｃ２０机器人
各个关节的刚度 ｋｉ。

机器人操作末端受到广义力 Ｆ时，通过机器人
动力学逆解（牛顿 欧拉方程）可计算出第 ｉ个关节
所受力为 τ，如果关节的弹性变形为 ｄｑｉ，由刚度的
定义式可知

τ＝ｋθｉｄｑｉ （３）
当机器人各个关节的等效刚度已知，运用雅可

比矩阵建立关节刚度和机器人末端操作刚度的映射

关系
［８－９］

。

机器人的力雅可比为

τ＝ＪＴ（ｑ）Ｆ （４）
机器人的运动雅可比为

Δδθ＝Ｊ（ｑ）ｄｑｉ （５）
将式（３）和（４）代入式（５）可得
　Δδθ＝Ｊ（ｑ）ｄｑ＝Ｊ（ｑ）ｋ

－１
θ τ＝Ｊ（ｑ）ｋ

－１
θ Ｊ

Ｔ
（ｑ）Ｆ （６）

将雅可比矩阵、刚度矩阵和机器人操作末端所

受广义力代入式（６），可以得到机器人关节变形在
机器人臂杆末端的挠度映射。

３　机器人臂杆挠度

杆的模型假设基于伯努利—欧拉梁的假设。材

料均匀，各向同性，本构关系满足 Ｈｏｏｋｅ定律，横截
面的面积相等，偏心矩为零，杆的变形满足小变形和

小应变假设
［１０］
。本文把机器人臂杆当作一个柔性

杆进行处理，柔性杆的变形包括拉伸变形、弯曲变形

和扭矩变形。如图 ２所示为机器人臂杆变形，其中
图２ａ是末端受到力 Ｆｘ时绕 ｙ轴弯曲产生挠度变形
Δｘ，同理当臂杆末端受到 Ｆｙ时会产生绕 ｘ轴的挠度
变形 Δｙ；如图 ２ｂ所示为机器人末端受到拉力 Ｆｚ时
会产生沿 ｚ轴的拉伸变形 Δｌ；如图２ｃ所示为机器人
末端受到绕 ｚ轴扭矩产生的扭转角 φ。

根据机器人末端操作器的受力（力矩）和运动

轨迹，运用机器人动力学逆解可求出各臂杆末端处

的受力（力矩），即 Ｆｘｉ、Ｆｙｉ、Ｆｚｉ、Ｍｘｉ、Ｍｙｉ和 Ｔｉ。

图 ２　臂杆变形

Ｆｉｇ．２　Ａｒｍｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ
　

机器人臂杆刚度是臂杆抵抗变形的能力。在弹

性范围内，刚度是臂杆末端载荷与位移呈正比的比

例系数，即

ｋ＝Ｆ
δ

（７）

式中　σ———构件的广义变形（拉伸变形、挠度变形
和扭转变形）
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对于机器人臂杆 ｉ其刚度为

ｋｌｉ＝［ｋｘｉ ｋｙｉ ｋｚｉ ｋβｉ ｋγｉ ｋφｉ］

则当机器人臂杆广义刚度和臂杆末端的广义力

已知时相应臂杆的广义变形为

δｉ＝［Δｘｉ１ Δｙｉ Δｕ Δｘｉ２ Δｙｉ２ φｉ］Ｔ

其中　　　Δｘｉ１＝
Ｆｘｉ
ｋｘｉ
　Δｙｉ１＝

Ｆｙｉ
ｋｙｉ
　Δｌｉ＝

Ｆｚｉ
ｋｚｉ

Δｘｉ２＝
Ｍｘｉ
ｋβｉ
　Δｙｉ２＝

Ｍｙｉ
ｋγｉ
　φｉ＝

Ｔｚｉ
ｋφｉ

如图２ａ所示，机器人臂杆在 ｘ ｚ平面内，受到
力 Ｆｘ和弯矩 Ｍｘ时产生的微变量 Δｘｉ１和 Δｘｉ２，在弹性
变形范围内，臂杆的变形也可以认为是绕 Ｙ轴旋转
一个角度 β所造成。当变形为微量变形时 ｔａｎβ＝β，
则

βｉ＝
Ｆｘｉ
ｋｘｉｌｉ
＋
Ｍｘｉ
ｋβｉｌｉ

同理可求出绕 ｘ轴的转角 γ为

γｉ＝
Ｆｙｉ
ｋｙｉｌｉ
＋
Ｍｙｉ
ｋγｉｌｉ

４　臂杆挠度在操作臂末端的映射

通常采用 Ｄ Ｈ法建立机器人各关节连杆的附
体坐标系，从而来求出机器人操作末端在基座标中

的位姿，然而这种方法是以各个臂杆为刚性构件为

前提。其实机器人各臂杆并不是绝对的刚性体，当

操作末端受力时各臂杆就会产生变形，这样传统的

求解方法所求的位姿与实际位姿就会有一定的偏

差。为了解决操作末端在基座标系中实际位姿和理

论位姿之间的误差，本文在坐标系 Σ（ｉ－１）与坐标
系 Σｉ变化时引入扭转角 φｉ、拉伸变形 Δｌｉ、挠度 Δｘｉ
和挠度 Δｙｉ，其中挠度 Δｘｉ所对应的端面转角为 γｉ，

Δｙｉ所对应的端面转角为 βｉ
［１１－１６］

。

ｉ－１Ａｉ ＝Ｒｏｔ（ｘ，αｉ＋γｉ）Ｔｒａｎｓ（ｘ，ａｉ）Ｔｒａｎｓ（ｚ，ｄｉ＋Δｌｉ）Ｒｏｔ（ｚ，θｉ＋φｉ）Ｒｏｔ（ｙ，βｉ）＝
ｃ（θｉ＋φｉ）ｃβｉ －ｓ（θｉ＋φｉ） ｃ（θｉ＋φｉ）ｓβｉ ａｉ

ｃ（αｉ＋γｉ）ｓ（θｉ＋φｉ）ｃβｉ＋ｓ（αｉ＋γｉ）ｃβｉ ｃ（αｉ＋γｉ）ｓ（θｉ＋φｉ） ｃ（αｉ＋γｉ）ｓ（θｉ＋φｉ）ｓβｉ－ｓ（αｉ＋γｉ）ｃβｉ －ｓ（αｉ＋γｉ）（ｄｉ＋Δｌｉ）

ｓ（αｉ＋γｉ）ｓ（θｉ＋φｉ）ｃβｉ－ｃ（αｉ＋γｉ）ｃβｉ ｓ（αｉ＋γｉ）ｃ（θｉ＋φｉ） ｓ（αｉ＋γｉ）ｓ（θｉ＋φｉ）ｓβｉ＋ｃ（αｉ＋γｉ）ｃβｉ ｃ（αｉ＋γｉ）（ｄｉ＋Δｌｉ）













０ ０ ０ １
（８）

将机器人臂杆误差和角度变量代入式（８）可得

ｉ－１Ａｉ ＝

(ｃ θｉ＋Ｔｉｋφ )
ｉ

(ｃ Ｆｘｉ
ｋｘｉｌｉ

＋
Ｍｘｉ
ｋβｉｌ)

ｉ
(－ｓ θｉ＋

Ｔｉ
ｋφ )
ｉ

(ｃ θｉ＋Ｔｉｋφ )
ｉ

(ｓ Ｆｘｉ
ｋｘｉｌｉ

＋
Ｍｘｉ
ｋβｉｌ)

ｉ
ａｉ

Ｒ２１ Ｒ２２ Ｒ２３ (－ｓ αｉ＋
Ｆｙｉ
ｋｙｉｌｉ

＋
Ｍｙｉ
ｋγｉｌ) (

ｉ
ｄｉ＋
Ｆｚｉ
ｋφ )
ｉ

Ｒ３１ Ｒ３２ Ｒ３３ (ｃ αｉ＋Ｆｙｉｋｙｉｌｉ＋
Ｍｙｉ
ｋγｉｌ) (

ｉ
ｄｉ＋
Ｆｚｉ
ｋφ )
ｉ





















０ ０ ０ １

其中 Ｒ２１ (＝ｃ αｉ＋
Ｆｙｉ
ｋｙｉｌｉ
＋
Ｍｙｉ
ｋγｉｌ)

ｉ
(ｓθｉ＋Ｔｉｋφ )

ｉ
(ｃ Ｆｘｉ
ｋｘｉｌｉ
＋

Ｍｘｉ
ｋβｉｌ)

ｉ
(＋ｓαｉ＋

Ｆｙｉ
ｋｙｉｌｉ
＋
Ｍｙｉ
ｋγｉｌ)

ｉ
(ｃ Ｆｘｉ
ｋｘｉｌｉ
＋
Ｍｘｉ
ｋβｉｌ)

ｉ

Ｒ２２ (＝ｃ αｉ＋
Ｆｙｉ
ｋｙｉｌｉ
＋
Ｍｙｉ
ｋγｉｌ)

ｉ
(ｓθｉ＋Ｔｉｋφ )

ｉ

Ｒ２３ (＝ｃ αｉ＋
Ｆｙｉ
ｋｙｉｌｉ
＋
Ｍｙｉ
ｋγｉｌ)

ｉ
(ｓθｉ＋Ｔｉｋφ )

ｉ
(ｓ Ｆｘｉｋｘｉｌｉ＋

Ｍｘｉ
ｋβｉｌ)

ｉ
(－ｓαｉ＋

Ｆｙｉ
ｋｙｉｌｉ
＋
Ｍｙｉ
ｋγｉｌ)

ｉ
(ｃ Ｆｘｉ
ｋｘｉｌｉ
＋
Ｍｘｉ
ｋβｉｌ)

ｉ

Ｒ３１ (＝ｓαｉ＋
Ｆｙｉ
ｋｙｉｌｉ
＋
Ｍｙｉ
ｋγｉｌ)

ｉ
(ｓθｉ＋Ｔｉｋφ )

ｉ
(ｃ Ｆｘｉ
ｋｘｉｌｉ
＋

Ｍｘｉ
ｋβｉｌ)

ｉ
(－ｃ αｉ＋

Ｆｙｉ
ｋｙｉｌｉ
＋
Ｍｙｉ
ｋγｉｌ)

ｉ
(ｃ Ｆｘｉ
ｋｘｉｌｉ
＋
Ｍｘｉ
ｋβｉｌ)

ｉ

Ｒ３２ (＝ｓαｉ＋
Ｆｙｉ
ｋｙｉｌｉ
＋
Ｍｙｉ
ｋγｉｌ)

ｉ
(ｃ θｉ＋Ｔｉｋφ )

ｉ

Ｒ３３ (＝ｓαｉ＋
Ｆｙｉ
ｋｙｉｌｉ
＋
Ｍｙｉ
ｋγｉｌ)

ｉ
(ｓθｉ＋Ｔｉｋφ )

ｉ
(ｓ Ｆｘｉｋｘｉｌｉ＋

Ｍｘｉ
ｋβｉｌ)

ｉ
(＋ｃ αｉ＋

Ｆｙｉ
ｋｙｉｌｉ
＋
Ｍｙｉ
ｋγｉｌ)

ｉ
(ｃ Ｆｘｉ
ｋｘｉｌｉ
＋
Ｍｘｉ
ｋβｉｌ)

ｉ

则机器人操作末端坐标系在基坐标系中的位姿
０Ｔ６

为各坐标系变换矩阵
ｉ－１Ａｉ 的连乘

［１７－２０］

０Ｔ６ ＝
０Ａ１

１Ａ２
２Ａ３

３Ａ４
４Ａ５

５Ａ６ （９）
把各臂杆的参数和臂杆的变形量代入式（９）可

以计算出机器人关节空间与臂杆末端操作空间的映

射关系

０Ｔ６ ＝

ｎｘ ｏｘ ａｘ ｐｘ
ｎｙ ｏｙ ａｙ ｐｙ
ｎｚ ｏｚ ａｚ ｐｚ













０ ０ ０ １

（１０）

其中 ｎｘ、ｎ

ｙ、ｎ


ｚ、ｏ


ｘ、ｏ


ｙ、ｏ


ｚ、ａ


ｘ、ａ


ｙ、ａ


ｚ 分别为末
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端坐标系的坐标轴在基坐标系中的方向余旋，表示

操作末端的姿态 ｐｘ、ｐ

ｙ、ｐ


ｚ 为末端坐标系的坐标原

点在基坐标系中的位置。

如图３所示，当不考虑机器人臂杆挠度时，机器
人操作末端的坐标系为 Σ６，它在机器人基座标系中

的变换矩阵为
０Ｔ６；然而在实际应用中，当机器人末

端受力时臂杆一定会产生相应变形，所得到的坐标

系为 Σ′６其在基座标系中所对应的变换矩阵为
０Ｔ６。

ΔＴ为坐标系 Σ′６到坐标系 Σ６的微分变换，即
０Ｔ６ΔＴ＝

０Ｔ６ （１１）

等式（１１）两边同乘以０Ｔ－１６ 可得

ΔＴ＝０Ｔ６
－１０Ｔ６ （１２）

将式（２）和式（１１）代入式（１２）可得

ΔＴ＝

ｎｘ ｎｙ ｎｚ －ｐｎ

ｏｘ ｏｙ ｏｚ －ｐｏ

ａｘ ａｙ ａｚ －ｐａ













０ ０ ０ １

ｎｘ ｏｘ ａｘ ｐｘ
ｎｙ ｏｙ ａｙ ｐｙ
ｎｚ ｏｚ ａｚ ｐｚ













０ ０ ０ １

＝

Δｎｌｘ Δｏｌｘ Δａｌｘ Δｐｌｘ
Δｎｌｙ Δｏｌｙ Δａｌｙ Δｐｌｙ
Δｎｌｚ Δｏｌｚ Δａｌｚ Δｐｌｚ













０ ０ ０ １

（１３）

图 ３　末端坐标系的挠度误差

Ｆｉｇ．３　Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｅｒｒｏｒｏｆｅｎｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ
　

利用通用旋转变换中的等效转角可求得坐标系

Σ′６在坐标系 Σ６中的旋转变换量，即

Δδｌｘ＝
Δｏｌｚ－Δａｌｙ

（Δｏｌｚ－Δａｌｙ）
２＋（Δａｌｘ－Δｎｌｚ）

２＋（Δｎｌｙ－Δｏｌｘ）槡
２

Δδｌｙ＝
Δａｌｘ－Δｎｌｚ

（Δｏｌｚ－Δａｌｙ）
２＋（Δａｌｘ－Δｎｌｚ）

２＋（Δｎｌｙ－Δｏｌｘ）槡
２

Δδｌｚ＝
Δｎｌｙ－Δｏｌｘ

（Δｏｌｚ－Δａｌｙ）
２＋（Δａｌｘ－Δｎｌｚ）

２＋（Δｎｌｙ－Δｏｌｘ）槡
２

因此可知，机器人臂杆变形在操作空间所产生

的广义挠度为

Δδｌ＝ Δδｌｘ Δδｌｙ Δδｌｚ Δｐｌｘ Δｐｌｙ Δｐ[ ]ｌｚ
（１４）

５　机器人末端刚度

最后在机器人操作末端把操作空间中关节挠度

和臂杆挠度进行叠加得到机器人的总挠度，即

Δδ＝Δδθ＋Δδｌ （１５）
已知机器人操作末端的广义力为

Ｆ＝ Ｆｘ Ｆｙ Ｆｚ Ｍｘ Ｍｙ Ｍ[ ]ｚ （１６）

把式（１５）、（１６）代入式（７）可以得到机器人总
的空间刚度

ｋ＝Ｆ
Δδ
＝
Ｆｘ
Δｄｘ

Ｆｙ
Δｄｙ

Ｆｚ
Δｄｚ

Ｍｘ
Δδｘ

Ｍｙ
Δδｙ

Ｍｚ
Δδ[ ]ｚ
（１７）

将操作机器人末端的广义力和末端的总挠度代

入式（１７），即可求出机器人操作空间的广义刚度。
在机器人切削加工过程中，根据加工参数和刀

具特性可以求解出刀具末端产生的切削力，通过刀

具在机器人末端的位姿关系可以计算出机器人末端

的广义力，运用本文所提出的刚度公式计算出机器人

末端的误差位移。从而为机器人误差补偿提供依据。

６　实例分析

通过实验测量得到机器人臂杆末端在不同位置

点处的挠度变形，各位置点在机器人坐标系中的位

姿如表２所示。在本实验中沿机器人每个位置点的
３个轴线方向都给予 ３组不同的力，其大小分别为
５０、１００和１５０Ｎ，同时用百分表测量各轴线方向上
的挠度变形量，并将各点挠度变形量记录在表 ３、４、
５的测量挠度栏中。

分别运用所建立的机器人关节刚度模型和臂杆

刚度模型计算机器人各被测量点处所受相同力时产

生的关节挠度变形和臂杆挠度变形，并将数据记录

在表３、４、５的关节挠度和臂杆挠度栏中。
通过对 ３组数据的分析比较可知，机器人操作

末端在操作空间中的挠度误差是由关节挠度误差和

臂杆挠度误差共同构成；除个别点外其余各点处沿

ｘ、ｙ和 ｚ轴方向上臂杆挠度变形和关节挠度变形的
变化趋势与实验所测挠度变形的变化趋势基本一

致，如点２、３、５、６、７、８和 ９，实验测量变形量与臂杆
和关节的计算变形量在变化趋势是一致的。由于本

实验在测量过程中存在测量误差，加之机器人某些

零部件无法准确测量，因此建立的机器人臂杆模型

和关节模型与机器人结构本身并不完全一致，从而

出现实验数据与计算数据不相等。但是通过数据分

析可知，在不同的测量点处机器人臂杆挠度和关节

挠度的变化趋势和实验所测机器人末端挠度的变化

趋势是基本一致的，也就是说在机器人系统模型与

机器人实际结构相符时，运用本文所提出的方法建

立机器人系统刚度模型可以比较全面地反映机器人

刚度状况，从而可以为机器人在切削加工过程中刀

具轨迹误差补偿提供一定的理论依据。
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表 ２　机器人测量点位姿坐标

Ｔａｂ．２　Ｐｏｓｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｍｅａｓｕｒｉｎｇｐｏｉｎｔｓｏｆｒｏｂｏｔｓ

位姿点 Ａ／ｒａｄ Ｂ／ｒａｄ Ｃ／ｒａｄ ｘ／ｍｍ ｙ／ｍｍ ｚ／ｍｍ

１ －１１７８２ －１３４８０ －１７３４ －１０７２５６ １３４４９６ ８０８１０
２ －１１７８４ －１３４７７ －１７２７ －１２３７９７ １５２７９０ ８０５８９
３ －１１７８５ －１３４７６ －１７２４ －１０６１９６ １５２７９５ ８０４８４
４ －１１７８５ －１３４７５ －１７２３ －６０７５０ １１０５４４ ８０４６９
５ －１１７８６ －１３４７５ －１７２３ －７０９５６ １１０５４０ ８０４５３
６ －１１７８６ －１３４７５ －１７２２ －８２３１５ １０７９８０ ８０４３５
７ －１１７８６ －１３４７５ －１７２１ －８６５８３ １０７９７７ ８０４１７
８ －１１７８６ －１３４２４ －１７２１ －８６５８４ １１８４４９ ８０３９７
９ －１１７８７ －１３４７４ －１７２１ －８６５８５ １３２２５０ ８０３９７
１０ －１１７８８ －１３４７３ －１７１８ －７６３８３ １３６６２６ ８０３１２

表 ３　５０Ｎ作用力下的挠度变形

Ｔａｂ．３　Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｕｎｄｅｒ５０Ｎｆｏｒｃｅ

位姿点
臂杆挠度／ｍｍ 关节挠度／ｍｍ 测量挠度／ｍｍ

ｘ ｙ ｚ ｘ ｙ ｚ ｘ ｙ ｚ

１ ０６９ ０２６ ０２０ ０１２ ０１０ ００１ ０４２ ０１５ ０２８
２ ０６８ ０４９ ０２４ ００９ ０１２ ００１ ０３６ ０４６ ０３６
３ ０７４ ０３０ ０１４ ０２２ ０１２ ００２ ０４６ ０２８ ０１８
４ ０７２ ０２８ ０１５ ０１５ ０１１ ００１ ０４０ ０１４ ０１８
５ ０８０ ０３２ ０２２ ０１６ ０１１ ００１ ０５２ ０３１ ０２３
６ ０８３ ０３３ ０３０ ０１３ ００９ ００２ ０５６ ０３１ ０３８
７ ０６５ ０２８ ０２３ ０１１ ０１２ ００２ ０３８ ０２６ ０２５
８ ０７７ ０４１ ０２６ ０１７ ０１１ ００１ ０４４ ０２０ ０２５
９ ０７３ ０３５ ０２０ ０１６ ０１２ ００１ ０４１ ０２２ ０２１
１０ １００ ０４０ ０３０ ００８ ０１１ ００１ ０４６ ０１６ ０３３

表 ４　１００Ｎ作用力下的挠度变形

Ｔａｂ．４　Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｕｎｄｅｒ１００Ｎｆｏｒｃｅ

位姿点
臂杆挠度／ｍｍ 关节挠度／ｍｍ 测量挠度／ｍｍ

ｘ ｙ ｚ ｘ ｙ ｚ ｘ ｙ ｚ

１ ０９８ ０６５ ０３５ ０５４ ０１４ ００５ ０７０ ０３０ ０４５
２ １０８ ０７６ ０４５ ０５３ ０３３ ００５ ０７５ ０７１ ０５２
３ １１３ ０５０ ０３５ ０７９ ０１２ ００５ ０９４ ０３９ ０３９
４ １０７ ０６３ ０２６ ０５０ ０２１ ００４ ０７２ ０２５ ０３９
５ １１０ ０５７ ０３７ ０６５ ０２０ ００５ ０８３ ０４４ ０４３
６ １０２ ０５４ ０４２ ０５３ ０１８ ００４ ０７９ ０４２ ０４９
７ ０７１ ０５４ ０５３ ０４２ ０１７ ００５ ０５９ ０４１ ０６２
８ ０９８ ０４９ ０４０ ０４８ ０１７ ００６ ０６８ ０４２ ０４６
９ １０５ ０４５ ０４４ ０５１ ０１２ ００５ ０７２ ０３８ ０５１
１０ １２３ ０４０ ０４３ ０６１ ０２１ ００５ ０８８ ０２７ ０４０

表 ５　１５０Ｎ作用力下的挠度变形

Ｔａｂ．５　Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｕｎｄｅｒ１５０Ｎｆｏｒｃｅ

位姿点
臂杆挠度／ｍｍ 关节挠度／ｍｍ 测量挠度／ｍｍ

ｘ ｙ ｚ ｘ ｙ ｚ ｘ ｙ ｚ

１ １１２ １０５ ０６９ ０９４ ０１７ ００８ １０５ ０６０ ０６４
２ １２２ １２１ ０７５ １１０ ０３４ ００９ １１６ ０９１ ０７３
３ １３５ ０７８ ０５５ １２１ ０２０ ００９ １３０ ０５６ ０５９
４ ０９３ ０８４ ０５５ ０９０ ０１９ ０１０ １０１ ０４６ ０５３
５ １１３ ０８３ ０５８ ０９９ ０２３ ００８ １００ ０５６ ０５６
６ １０７ ０８６ ０６４ ０９４ ０２４ ００８ ０９０ ０５８ ０６５
７ ０９７ ０７９ １０２ ０７５ ０１８ ０１０ ０８２ ０５０ ０９８
８ １０１ ０８１ ０６７ ０８６ ０２２ ００９ ０９５ ０５６ ０６２
９ １２０ ０７８ ０６５ １２１ ０２０ ００９ １１５ ０５４ ０６２
１０ １２４ ０７０ ０７０ １１１ ０３１ ００９ １２２ ０４０ ０６４
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７　结论

（１）通过对机器人各臂杆在外力作用时产生的
挠度计算，借助于机器人运动学方程，可以求解出各

臂杆挠度在机器人操作末端的映射，并结合机器人

关节传动误差运用雅可比矩阵求解出关节挠度在机

器人操作空间中的映射关系。

（２）通过对机器人臂杆和关节产生变形在机器
人操作空间的映射分析，可以建立机器人空间刚度

模型。该模型应用的前提是对具体机器人的各个关

节传动系统和各个臂杆进行刚度参数测量或辨识。

（３）通过实验测量数据和刚度模型计算数据对
比可知，机器人末端实验测量挠度变形量和计算挠

度变形量的变化趋势基本一致，如果机器人的臂杆

和关节简化模型和机器人结构本身一致，则采用该

方法所建立的刚度模型可以反映出机器人的真实刚

度状况。
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