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摘要：提出了能实现二维转动和二维移动的空间 ４ ＵＰＳ ＲＰＵ４自由度冗余驱动并联机构，并对该机构进行了运

动学和工作空间分析。４ ＵＰＳ ＲＰＵ并联机构包含 ５条驱动分支，其中 ４条分支为 ＵＰＳ（虎克铰 移动副 球副）结

构，１条分支为 ＲＰＵ（转动副 移动副 虎克铰）结构。建立了该机构的位置反解数学模型，推导出了该机构的速度

雅可比矩阵和加速度分析表达式，求解了机构的位置反解、速度和加速度，并在此基础上分析该机构的工作空间。

研究结果为 ４ ＵＰＳ ＲＰＵ冗余驱动并联机构的实际应用提供了理论依据。
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　　引言

并联机构与串联机构在应用上形成了很好的互

补，受国内外学者广泛关注
［１－５］

。冗余驱动并联机

构是输入构件数目多于输出构件自由度数的并联机

构，它相对于一般并联机构具有刚度高、力操作性能

优、承载能力大和定位精度高等优点
［６－１４］

，已成为

机器人研究与应用的一个热点。

目前常见的冗余驱动并联机构主要有
［１５－２０］

：直

接把非冗余并联机构的被动关节变为驱动关节，在

非冗余并联机构中增加驱动分支，采用自均力冗余

驱动接口模块。第 １类冗余驱动方式构造简单，但
是由于不便于把驱动器布置在基座上，因此对机构

的动力学性能影响较大；第 ２类能很容易地解决驱
动器布置的问题，但机构的成本较高，运动控制较

难；第３类能很好地解决运动惯性和控制复杂性的
问题，但实际设计难度较大。迄今国内外有关学者

大都针对 ３自由度、５自由度和 ６自由度冗余驱动
并联机构进行研究，针对空间 ４自由度冗余驱动并
联机构的研究还相对较少。

本文提出一种 ４ ＵＰＳ ＲＰＵ空间 ４自由度冗
余并联机构，建立该机构位置反解、速度求解和加速

度求解的运动学模型，采用理论数值分析与 ＡＤＡＭＳ
虚拟样机仿真相结合的方法验证所建模型的正确

性，在此基础上分析该机构的工作空间。

１　四自由度冗余驱动并联机构

４ ＵＰＳ ＲＰＵ空间四自由度冗余驱动并联机
构简图，如图１所示。４ ＵＰＳ ＲＰＵ并联机构通过
４个完全相同的 ＵＰＳ（虎克铰 移动副 球副）支链以

及另一个 ＲＰＵ（转动副 移动副 虎克铰）支链与动

平台相连接。通过协同控制 ４个 ＵＰＳ支链中移动
副的伸缩和１个 ＲＰＵ支链中移动副的伸缩来实现
动平台的位置和姿态，即驱动数目是 ５。ＲＰＵ分支
为约束支链，限制了动平台沿转动副 Ｒ６轴线方向
的移动自由度和绕其自身法线的转动自由度，使并

联机构具有两维转动和两维移动 ４个自由度。４
ＵＰＳ ＲＰＵ并联机构中输入构件的个数为５，大于机
构自由度的数目４，因此４ ＵＰＳ ＲＰＵ并联机构为
具有冗余驱动性质的空间并联机构。

２　机构的运动学分析

２１　机构的位置反解
如图 １所示，在并联机构上下平台上分别建立

坐标系，定坐标系 ＯＡＸＡＹＡＺＡ固定于定平台上，坐标
系的中心定在经过 ４个虎克铰的圆的圆心上，其中
ＸＡ轴竖直向下，ＹＡ轴指向转动副 Ｒ６，ＺＡ轴按右手
定则确定。动坐标系 ＯＢＸＢＹＢＺＢ建立在动平台上，
初始位形时 ＸＢ轴与 ＸＡ轴同轴线、且方向相同，ＹＢ
轴与 ＺＡ方向相同，ＺＢ轴与 ＹＡ方向相反。

机构的位置反解是已知动平台的位姿，求 ５个



图 １　４ ＵＰＳ ＲＰＵ并联机构简图

Ｆｉｇ．１　Ｍｅｃｈａｎｉｓｍｄｉａｇｒａｍｏｆ４ ＵＰＳ ＲＰＳ
　

图 ２　速度分析示意图

Ｆｉｇ．２　Ｖｅｌｏｃｉｔｙｄｉａｇｒａｍｏｆｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　

驱动杆的长度。定平台上的５个运动副并不是均匀
分布，其中 Ｒ６点（后用 Ｕ１表示）所在圆的半径为
ｒ１＝７１０ｍｍ，其余 ４个虎克副则均匀分布在半径为
ｒ２＝６５０ｍｍ的圆上，４个虎克铰之间的夹角为 π／２，
定平台坐标系的 Ｙ轴穿过 Ｒ１，动坐标系则沿定坐标
系的 Ｘ轴旋转９０°，Ｕ６点（后用 Ｓ１表示）位于 ＸＯＺ
平面内 ｒ３ ＝２２８ｍｍ，距离动坐标系的竖直距离为
ｄ＝６７１１ｍｍ，其余４个球铰位于半径为 ｒ４＝１９８ｍｍ
的圆上，４个球铰之间的夹角为 ２π／５，根据以上尺
寸可分别求出定平台上的铰链点在定坐标系下的坐

标
ＡＰＵｉ＝［

ＡＸＵｉ
ＡＹＵｉ

ＡＺＵｉ］
Ｔ
，以及动平台上铰链点

在动坐标系下的坐标
ＢＰＳｉ＝［

ＢＸＳｉ
ＢＹＳｉ

ＢＺＳｉ］
Ｔ
。

动平台上的铰链点坐标在定坐标系的坐标可表

示为
ＡＰＳｉ＝［

ＡＸＳｉ　
ＡＹＳｉ　

ＡＺＳｉ］
Ｔ＝ＲＢＰＳｉ＋

ＡＰＢＯ
其中

Ｒ＝
ｃαｃβ ｃαｓβ ｓα
ｓαｃβ ｓαｓβ －ｃα
－ｓβ ｃβ









０

ＡＰＢＯ＝［
ＡＸＢＯ

ＡＹＢＯ
ＡＺＢＯ］

Ｔ

式中　Ｒ———以 Ｚ Ｙ Ｘ欧拉角表示的姿态变换矩
阵

ＡＰＢＯ———动坐标系原点在定坐标系下的坐标
由４ ＵＰＳ ＲＰＵ机构可知，其动平台上的虎克

铰 Ｕ６（后用 Ｓ１表示）在定坐标系的 ＺＡ轴上的坐标
为０。虎克铰 Ｕ６在动坐标系下的坐标值转换到定
坐标系下可表示为

ＡＸＳ１
ＡＹＳ１
ＡＺＳ











１

＝Ｒ
－６７１１
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－２２８４１
＋

ＡＸＢＯ
ＡＹＢＯ
ＡＺ











ＢＯ

（２）

由式（２）可得
ＡＺＳ１＝－２２８４１Ｒ３３－６７１１Ｒ３１＋

ＡＺＢＯ （３）

由于
ＡＺＳ１＝０，可得

ＡＺＢＯ＝－６７１１ｓｉｎβ （４）
从而得到５个驱动杆的杆长在定坐标系中的位

置矢量为

Ｌｉ＝
ＡＰＳｉ－

ＡＰＵｉ＝Ｒ
ＢＰＳｉ＋

ＡＰＢＯ－
ＡＰＵｉ

（ｉ＝１，２，…，５） （５）
由式（５）可知，根据 ５个驱动杆两端点在定坐

标系下的坐标，可以求出各驱动杆的杆长为

ｌｉ＝｜Ｌｉ｜＝｜
ＡＰＳｉ－

ＡＰＵｉ｜＝

（
ＡＸＳｉ－

ＡＸＵｉ）
２＋（ＡＹＳｉ－

ＡＹＵｉ）
２＋（ＡＺＳｉ－

ＡＺＵｉ）槡
２

（６）
式（６）是４ ＵＰＳ ＲＰＵ空间４自由度冗余驱动

并联机构的运动位置反解模型，利用式（６）可以将
并联机构工作空间中规划好的动平台中心点的位置

和姿态，转换为关节空间中 ＵＰＳ分支驱动杆的杆长
和 ＲＰＵ分支驱动杆的杆长，为冗余驱动的协调控制
从而实现对机构动平台位姿的运动控制奠定基础。

２２　机构的速度分析

如图２所示，ＡＶｂｏ为动平台中心点 ＯＢ的速度，

Ａωｂ为动平台的角速度，
ＡＶｓｉ为铰点 Ｓｉ的速度，Ｌ

·

ｉ为

杆 Ｌｉ的杆长变化速度，
ＡｒＳｉ为铰点 Ｓｉ相对于动平台

中心点 ＯＢ的矢径，
Ａｎｉ为杆 Ｌｉ的单位方向矢量，

Ａｕ１
为转动副 Ｔ１的单位向量。则铰链点 Ｓｉ的速度

ＡＶＳｉ
可表示为

ＡＶｓｉ＝
ＡＶｂｏ＋

Ａωｂ×
Ａｒｓｉ （７）

故驱动速度 Ｌ
·

ｉ可表示为
ＡＶｓｉ在 Ｌｉ上的投影

Ｌ
·

ｉ＝
ＡＶｓｉ

Ａｎｉ （８）
将式（７）代入式（８）中 ，可得

Ｌ
·

ｉ＝［
ＡｎＴｉ　（

Ａｒｓｉ×
Ａｎｉ）

Ｔ
］

ＡＶｂｏ
Ａω







ｂ

（９）

对于全部５个驱动杆，有
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其中 Ｌ
·

＝［Ｌ
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式中　Ｊ１Ａ———驱动速度映射矩阵
ＲＰＵ分支中球铰ＡＶＳ１在

Ａｕ１上的投影为零，即

０＝ＡＶＳ１
Ａｕ１＝［

ＡｕＴ１　（
Ａｒｓ１×

Ａｕ１）
Ｔ
］

ＡＶｂｏ
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（１１）

其中 ＪｕＡ＝［
ＡｕＴ１ （

Ａｒｓ１×
Ａｕ１）

Ｔ
］

式中　ＪｕＡ———约束映射矩阵
由式（１０）和式（１１）可得

Ｌ
·

[ ]０ ＝Ｊ
ＡＶｂｏ
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（１２）

其中 Ｊ＝
Ｊ１Ａ
Ｊ[ ]
ｕＡ

＝
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Ａｎ４
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１

Ｔ

６×６

式中　Ｊ———完全映射矩阵
由式（１２）可得

ＡＶｂｏ
Ａω







ｂ
＝Ｊ－１ Ｌ

·

[ ]０ （１３）

式中　Ｊ－１———从关节空间到操作空间映射的速度
雅可比矩阵

当用Ｚ Ｙ Ｘ欧拉角（α，β，γ）表示动平台的姿
态时，欧拉角（α，β，γ）对时间的导数为 α· 在 Ｚ轴上，

β
·

在Ｙ′轴上，γ
·

在Ｘ″轴上，α·、β
·

、γ
·

非正交。将α·、β
·

和

γ
·

转换到定坐标系｛Ａ｝上，则动平台的转动角速度
用欧拉角的导数表示为

ＡωＢ＝Ｒ（Ｚ，α）
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·
（１４）

对式（４）两边求导，可得
ＡＶｚｂｏ＝－６７１１β

·

ｃｏｓβ （１５）
可以将动平台的六维速度表示为

ＡＶＢ０
Ａω
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其中

Ｊ２Ａ＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ ０ －６７１１ｃｏｓβ
０ ０ ０ －ｓｉｎα
０ ０ ０ ｃｏｓα



















０ ０ １ ０

将式（１６）代入式（１０）中，可得到
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Ｌ
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（１７）

其中 Ｊ′Ａ５×４＝Ｊ１ＡＪ２Ａ∈Ｒ
５×４

式中　Ｊ′Ａ５×４———欧拉角转速形式的速度传递矩阵
利用式（１７）可以求得 ４ ＵＰＳ ＲＰＵ空间四自

由度冗余驱动并联机构中 ＵＰＳ分支和 ＲＰＵ分支共
５个驱动杆的速度。
２３　机构的加速度分析

令动平台对应的线加速度和角加速度分别为 ａ
和 ε，ａＬｉ为沿着 Ｌｉ的加速度，ｉ＝１，２，…，５，则 ａ和 ε
可表示为

ａ＝［ａｘ　ａｙ　ａｚ］
Ｔ　ε＝［εｘ　εｙ　εｚ］

Ｔ

式（１０）对时间求导，可得

ａＬｉ＝［
ＡｎＴｉ （

Ａｒｓｉ×
Ａｎｉ）］

ａ[ ]ε ＋
［
ＡＶＴｂｏ

ＡωＴｂ］ｈｉ
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ｓｉ ６×６

对式（１６）求导可得
Ａ＝Ｊ２Ａａｓ＋ｖ

Ｔ
ｓＨｖｓ （１９）

其中 Ａ＝［ａ　ε］Ｔ

ａｓ＝［ＡＶ
·

ｘｂｏ
ＡＶ
·

ｙｂｏ α·· β
··
］
Ｔ
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Ｔ
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当已知
ＡＶｘｂｏ、

ＡＶｙｂｏ、α
·
、β
·

、γ
·

、
ＡＶ
·

ｘｂｏ、
ＡＶ
·

ｙｂｏ、α
··
、β
··

、γ
··

时，由式（１９）、（１６）、（１８）可以 ４ ＵＰＳ ＲＰＵ空间
４自由度冗余驱动并联机构中 ＵＰＳ分支和 ＲＰＵ分
支共５个驱动杆的加速度。

３　机构的工作空间分析

并联机构正常工作时，工作头可达点空间称为

工作空间，其中，工作头可以任意姿态到达的部分称

为灵活工作空间。工作空间可以通过工作头倾斜角

进行描述，假定工作头轴线开始时与 Ｘ轴重合，工
作头轴线所在坐标系与定坐标系 ＯＸＹＺ重合，ｒ表示
经过变换后的轴线，ｒ与 Ｘ构成一平面，工作头轴线
在此平面内与 Ｘ轴具有一个最大的夹角，随着 ｒ的
变化，最大值中的最小值便是工作头的灵活倾斜

角。在并联机构运动的过程中，受到很多几何约

束条件约束，主要包括伸缩杆的最短最长约束、球

铰摆角约束、虎克角约束、驱动杆之间约束等。只

有正确分析几何条件约束，才能防止产生奇异位

型和干涉。为确保加工的顺利进行，工作头到达

空间的任一点时，工作头在圆锥面内不能发生干

涉现象。

３１　工作空间的降维描述
４ ＵＰＳ ＲＰＵ并联机构用 Ｚ Ｙ Ｘ欧拉角来

确定动平台的姿态，在欧拉角 α、β、γ中，由于 γ＝
π／２，只需确定 α、β即可。如图 ３所示，矢量 ｒ所在
坐标系可以由定坐标系经过两次变换确定：首先绕

Ｘ轴旋转 φ，然后绕 Ｙ轴转动一个 －η而得到，根据
坐标齐次变换运算得到，由定坐标系到刀具坐标系

的变换矩阵为

ＲＸ－Ｙ＝Ｒ（Ｘ，φ）Ｒ（Ｙ，－η）＝
ｃｏｓη ０ －ｓｉｎη

－ｓｉｎηｓｉｎφ ｃｏｓφ －ｃｏｓηｓｉｎφ
ｓｉｎηｃｏｓφ ｓｉｎφ ｃｏｓφｃｏｓ









η

（２０）

式中　φ———测头倾角
η———绕 Ｘ轴转过的角度，η∈（０，２π）

图 ３　工作头工作空间描述

Ｆｉｇ．３　Ｗｏｒｋｓｐａｃｅｏｆｗｏｒｋｉｎｇｈｅａｄ
　
设 ｎ＝［１ ０ ０］Ｔ为沿着 Ｘ轴的单位向量，则
ｒ＝ＲＸ－Ｙｎ＝［ｃｏｓη －ｓｉｎηｓｉｎφ ｓｉｎηｃｏｓφ］Ｔ

（２１）
方向余弦矩阵由 Ｚ Ｙ Ｘ欧拉角表示为

Ｒ＝ＡＢＲＺＹＸ（α，β，γ＝９０°）＝
ｃｏｓαｃｏｓβ ｃｏｓαｓｉｎβ ｓｉｎα
ｓｉｎαｃｏｓβ ｓｉｎαｓｉｎβ －ｃｏｓα
－ｓｉｎβ ｃｏｓβ









０

（２２）

矩阵 Ｒ的第１列元素和 ｒ都表示工作头方向余
弦，因此可得灵活姿态角和欧拉角的关系为

ｃｏｓαｃｏｓβ＝ｃｏｓη
ｓｉｎαｃｏｓβ＝－ｓｉｎηｓｉｎφ
－ｓｉｎβ＝ｓｉｎηｃｏｓ{ φ

（２３）

由式（２３）可得到灵活姿态角和欧拉角的关系
为

α＝ａｒｃｔａｎ（－ｔａｎφｓｉｎη）
β＝ａｒｃｔａｎ（ｓｉｎαｃｏｔη{ ）

（２４）

根据式（２４），可以得到灵活工作头倾角 φ取不
同值时４ ＵＰＳ ＲＰＵ并联机构的工作空间。
３２　并联机构的几何约束分析

４ ＵＰＳ ＲＰＵ并联机构的工作空间受到几何
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条件的约束可以表示为

ｌｉｍｉｎ≤ｌｉ≤ｌｉｍａｘ
θＳｉ≤θＳｍａｘ

θＵｉ≤θＵ
{

ｍａｘ

（２５）

式中　ｌｉｍｉｎ、ｌｉｍａｘ———驱动杆的最长和最短杆长
θＳｉ、θＳｍａｘ———球铰的转角和最大转角
θＵｉ、θＵｍａｘ———虎克铰转角和最大转角

４　机构的运动学和工作空间分析实例

４１　并联机构的运动学分析实例
定义４ ＵＰＳ ＲＰＵ并联机构动平台的运动轨

迹为

ｘ＝１１５２＋４０ｓｉｎ（２ｔ）
ｙ＝４４１５＋４０ｃｏｓ（２ｔ）
ｚ＝－６７１１ｓｉｎβ
α＝０
β＝π／３６
γ＝π／















２

（２６）

根据上述推导出的 ４ ＵＰＳ ＲＰＵ并联机构的
位置反解、速度求解和加速度求解数学模型，即

式（６）、式（１７）和式（１９），利用 Ｍａｔｌａｂ数值计算分

别得到机构驱动杆杆长、驱动杆速度和驱动杆加速

度随时间变化的曲线，见图４。利用 ＡＤＡＭＳ虚拟样
机仿真得到的４ ＵＰＳ ＲＰＵ并联机构的驱动杆杆
长值、驱动杆速度和驱动杆加速度随时间变化的曲

线，见图５。由图４和图５可以得出，数值计算的结
果与虚拟仿真分析结果基本上一致，说明了本文推

导的位置反解、速度求解和加速度求解表达式都是

正确的。

４２　并联机构的工作空间分析实例

定义４ ＵＰＳ ＲＰＵ并联机构驱动杆的最大杆
长１７００ｍｍ（其中ＲＰＵ杆为１６５０ｍｍ）；驱动杆最小
杆长９００ｍｍ（其中 ＲＰＵ杆为９５０ｍｍ）；球铰的最大
摆角为４５°；虎克铰最大转角为 ９０°；灵活测头倾角
φ的变化范围为 ０°～２０°。通过数值计算得到机构
的工作空间图，见图 ６。由图 ６可知，当 φ变大时，
机构的工作空间在 Ｙ方向逐渐增大，在 Ｚ方向逐渐
减少；当 φ为０°时，机构只能在竖直平面内运动，机
构在 Ｚ方向的最大运动范围可达 ７００ｍｍ；当 φ＝
２０°时，机构在 Ｙ方向最大运动范围可达 ２００ｍｍ；机
构的工作空间关于 Ｙ、Ｚ两个方向对称分布，且连续
分布。

图 ４　数值计算得到的运动学分析结果

Ｆｉｇ．４　Ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓａｎａｌｙｓｉｓｒｅｓｕｌｔｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｎｕｍｅｒｉｃａｌｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ
　

图 ５　虚拟样机仿真分析得到的运动学分析结果

Ｆｉｇ．５　Ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓａｎａｌｙｓｉｓｒｅｓｕｌｔｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｖｉｒｔｕａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
　

５　结束语

提出了一种 ４ ＵＰＳ ＲＰＵ空间 ４自由度冗余
并联机构，建立了该并联机构的位置反解数学模型；

建立了动平台六维速度和关节驱动速度矢量之间的

６×６完全映射矩阵，推导出了适用于欧拉角转速形
式的５×４雅可比矩阵，实现了机构关节空间和工作
空间速度的一一映射；建立了机构的加速度分析表

１１３第 ８期　　　　　　　　　　　　陈修龙 等：４自由度冗余驱动并联机构运动学和工作空间分析



图 ６　４ ＵＰＳ ＲＰＵ并联机构工作空间图

Ｆｉｇ．６　Ｗｏｒｋｓｐａｃｅｏｆ４ ＵＰＳ ＲＰＵｍｅｃｈａｎｉｓｍ
（ａ）φ＝５°时工作空间立体图　（ｂ）φ＝５°时工作空间俯视图　（ｃ）φ＝１０°时工作空间立体图　（ｄ）φ＝１０°时工作空间俯视图

（ｅ）φ＝１５°时工作空间立体图　（ｆ）φ＝１５°时工作空间俯视图　（ｇ）φ＝２０°时工作空间立体图　（ｈ）φ＝２０°时工作空间俯视图
　

达式；分析了机构的工作空间，并通过实例验证了理 论分析的正确性。
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