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摘要：为研究分数阶微积分在汽车空气悬架半主动控制中的应用效果，建立了 ４自由度半主动空气悬架非线性动

力学模型。采用改进的 Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ滤波器算法来模拟分数阶微积分，进而建立分数阶天棚阻尼半主动悬架的仿真

模型，将仿真结果与被动悬架和整数阶天棚阻尼半主动悬架进行对比分析。分析结果表明：当汽车以 ２０ｍ／ｓ的速

度行驶在 Ｂ级路面时，与被动悬架相比，整数阶和分数阶天棚阻尼半主动悬架的车身垂向加权加速度均方根值分

别减小了 ３１９％和 ４３９％，车身俯仰角加速度均方根值分别减小了 ２３１％和 ３０７％；基于分数阶微积分的天棚阻

尼控制策略能更有效地抑制车身共振，改善乘坐舒适性。
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　　引言

悬架系统是保证车辆行驶平顺性和操纵稳定性

的关键部件。空气悬架具有较低的偏频和理想的弹

性特性，且使车身高度可调，因此，客车、重型货车、

越野车、高级轿车上越来越广泛地应用空气悬架。

半主动悬架由于结构简单、实现方便、耗能较

低，且性能明显优于被动悬架，得到了国内外学者的

广泛关注
［１］
，提出了多种控制策略，主要有天棚阻

尼控制
［２－３］

、最优控制
［４］
、自适应控制

［５］
、神经网络

控制
［６］
、模糊控制

［７－８］
、鲁棒控制

［９］
等。其中，天棚

阻尼控制提出最早，算法简单，性能良好，是经典的

控制策略。以上控制理论都是基于整数阶微积分

的，而实际上，由于材料的记忆性和流体粘弹性等，

空气弹簧和减振器展现出明显的分数阶动力学特

性，因此，分数阶微积分能更好地描述空气悬架系统

的本质特性，采用分数阶控制策略可以获得更佳的

控制效果
［１０］
。基于分数阶微积分的控制理论目前

仍处于初步阶段，在汽车上的应用局限于线性悬架

的半主动控制，且多采用 １／４车辆进行仿真［３，１１］
。

本文以装备空气悬架的１／２汽车非线性模型为研究
对象，在时频域上对比分析整数阶和分数阶天棚阻

尼控制的控制效果，验证分数阶微积分的应用效果。

１　半主动空气悬架动力学建模

１１　装有半主动空气悬架的４自由度１／２汽车模型
装有半主动空气悬架的１／２汽车模型如图 １所

示。其中，ｍ２为簧载质量；Ｉ２为簧载质量绕其质心的
转动惯量；ｍ１ｆ、ｍ１ｒ分别为前、后悬架非簧载质量；
Ｆｓｆ、Ｆｓｒ分别为前、后悬架空气弹簧的非线性恢复力；
ｃｓｆ、ｃｓｒ分别为前、后悬架等效阻尼系数；Ｆｄｆ、Ｆｄｒ分别
为前、后悬架可调阻尼力；ｋｔｆ、ｋｔｒ分别为前、后轮胎等
效刚度；ｌ１、ｌ２分别为前、后轴至质心的水平距离；ｌ为
轴距；ｖ为汽车前进速度；ｚ２为簧载质量质心处的垂
直位移；φ２为簧载质量的俯仰角；ｚ２ｆ、ｚ２ｒ分别为前、
后悬架处簧载质量的垂直位移；ｚ１ｆ、ｚ１ｒ分别为前、后
悬架非簧载质量的垂直位移；ｑｆ、ｑｒ分别为前、后轮的
路面激励。

图 １　４自由度 １／２汽车模型
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１２　空气弹簧试验与数学模型
在本文中，空气弹簧的动态特性是在正弦激励

情况下测得的试验数据，经过数据处理后得出的。

将空气弹簧上盖板固定在材料试验机卡头上，其底

座与作动器相连，利用传感器记录空气弹簧的恢复



力及其底座的位移。

将空气弹簧（内含减振器）调至标准高度，向气

囊充入压缩空气，直到空气压力达到预先设定的

０８ＭＰａ。随后作动器带动空气弹簧底座做周期性
运动，激励频率为０４Ｈｚ，激励幅值为８０ｍｍ。连续
进行１０次循环，同步记录力 位移数据，以最后一次

循环的数据拟合结果作为初始内压０８ＭＰａ时的空
气弹簧动态特性曲线。试验结果中的迟滞现象主要

是由减振器的作用产生的，可以取加载和卸载的平

均值作为无迟滞的空气弹簧动态特性曲线。按照上

述方法，依次得到初始内压 ０８ＭＰａ、０７ＭＰａ、
０６ＭＰａ、０５ＭＰａ、０４ＭＰａ时无迟滞的空气弹簧动
态特性曲线。以压缩方向为位移正方向，拟合得到

空气弹簧（不含减振器）的恢复力 位移 初始内压

曲面如图２所示。

图 ２　空气弹簧恢复力 位移 初始内压曲面
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通常，空气悬架都配备有高度控制阀，当静载荷

变化时，通过调整初始内压使空气弹簧恢复到设计

的工作高度。根据调整后的初始内压，结合图 ２得
到前、后悬架空气弹簧的恢复力 位移关系。

１３　半主动空气悬架数学模型
根据牛顿第二定律，得出 １／２汽车模型的系统

微分方程为
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运动微分方程可变换为
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因此，半主动空气悬架数学模型可表达为状态

空间方程
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２　半主动悬架控制策略

２１　分数阶微积分
分数阶微积分严格来讲是非整数阶微积分，阶

数可以为实数甚至复数。数学家从不同的角度入

手，给出了分数阶微积分不同的定义
［１２］
。这里给出

Ｒｉｅｍａｎｎ Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶微分定义

ａＤ
α
ｔｆ（ｔ）＝

１
Γ（ｎ－α）

ｄｎ

ｄｔ[ｎ ∫
ｔ

ａ

ｆ（τ）
（ｔ－τ）α－ｎ＋１

ｄ ]τ
（１２）

其中，ａＤ
α
ｔ为分数阶微分的操作算子；ｔ和 ａ分别是

操作算子的上、下限；α为微分阶次，且 ｎ－１＜α≤ｎ，
ｎ∈Ｎ；Γ（·）是伽马函数。

在初始条件为 ０的条件下，分数阶微分的拉普
拉斯变换为

Ｌ｛Ｄαｆ（ｔ）｝＝ｓαＦ（ｓ） （１３）
目前分数阶微积分常用的计算方法包括解析

法、数 值 法 和 滤 波 器 算 法。本 文 采 用 改 进 的

Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ滤波器算法来仿真分数阶微积分［１３］
，其原

理是用高阶的传递函数近似替代分数阶算子 ｓα。假
设选定的拟合频段为（ωｂ，ωｈ），引入滤波器

ｓα (≈
ｄωｈ )ｅ (

α ｄｓ２＋ｅωｈｓ
ｄ（１－α）ｓ２＋ｅωｈｓ＋ｄ

)α ∏
Ｎ

ｋ＝－Ｎ

ｓ＋ω′ｋ
ｓ＋ωｋ
（１４）

其中 ω′ｋ (＝ ｄωｂ )ｅ
α－２ｋ
２Ｎ＋１

　ωｋ (＝ ｅωｈ )ｄ
α＋２ｋ
２Ｎ＋１

通常选取加权参数 ｅ＝１０，ｄ＝９。
以 α＝０２５，ωｂ＝００１ｒａｄ／ｓ，ωｈ＝２００ｒａｄ／ｓ为

例，比较不同滤波器阶次下的滤波逼近效果，结果如

图３所示。经过比较，选取滤波器的阶次２Ｎ＋１＝５，此
时，该算法在给定频率范围内有较高精度。同时，结

果表明加权系数的选取是合理的。

２２　分数阶天棚阻尼控制策略
天棚阻尼控制理论最早由 Ｋａｒｎｏｐｐ等在 １９７４

年提出，并在悬架的半主动控制系统中得到了广泛

应用。１／２汽车前、后悬架理想的天棚阻尼力与其
簧载质量的速度成正比，即

Ｆｄｉ＝ｂｚ
·

２ｉ　（ｉ＝ｆ，ｒ） （１５）

式中，Ｆｄｉ为前、后悬架的天棚阻尼力；ｚ
·

２ｉ为前、后悬

架簧载质量的垂直速度；ｂ为天棚阻尼系数，前、后
悬架选用相同的天棚阻尼系数。

图 ３　滤波逼近效果对比
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考虑到实际物理系统的分数阶特性，本文采用

分数阶天棚阻尼控制，控制力为

Ｆｄｉ＝ｂＤ
αｚ·２ｉ　（ｉ＝ｆ，ｒ） （１６）

分数阶天棚阻尼系数 ｂ和微分阶次 α均可优
化，而整数阶天棚阻尼只有 ｂ可调，分数阶天棚阻尼
控制的效果应优于整数阶天棚阻尼控制。尽管理想

天棚阻尼不可能在实际车辆中实现，但是通过控制

改变阻尼力可以在一定范围内等效天棚阻尼
［１４］
，其

控制策略为
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２３　分数阶控制参数的选取

分数阶控制的参数通过最优算法来寻优确

定
［１５］
。为了提高汽车的行驶平顺性、操纵稳定性并

减小能耗，应该尽可能地减小簧载质量的垂直加速

度、俯仰角加速度、前后悬架动挠度、前后轮胎动位

移以及前后悬架控制力等指标。但是，各指标之间

存在一定的制约关系，各指标无法同时达到最佳值。

因此需要设计一个折中方案，选取合适的控制参数，

使悬架综合性能达到最佳，即尽可能减小综合性能

评价指标
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式中，ｑ１为簧载质量垂直加速度加权系数；ｑ２为簧载
质量俯仰角加速度加权系数；ｑ３、ｑ４分别为前、后悬
架动挠度加权系数；ｑ５、ｑ６分别为前、后轮胎动位移
加权系数；ｒ１、ｒ２分别为前、后悬架控制力加权系数。
根据各指标本身数量级及其重要程度，确定各加权

系数如下：ｑ１＝３１×１０
５
，ｑ２＝５５×１０

５
，ｑ３＝ｑ４＝
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１１×１０８，ｑ５＝ｑ６＝２５×１０
８
，ｒ１＝ｒ２＝１。

图４、５分别表示整数阶和分数阶天棚阻尼半主
动悬架的综合性能评价指标与控制参数的关系。

图 ４　整数阶天棚阻尼半主动悬架的综合性能

评价指标与控制参数的关系曲线

Ｆｉｇ．４　Ｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｎｄｅｘ

ａｎｄｃｏｎｔｒｏｌｓｐａｒａｍｅｔｅｒｏｆｉｎｔｅｇｒａｌｏｒｄｅｒｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ
　

图 ５　分数阶天棚阻尼半主动悬架的综合性能

评价指标与控制参数的关系曲面

Ｆｉｇ．５　Ｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｎｄｅｘ

ａｎｄｃｏｎｔｒｏｌｓｐａｒａｍｅｔｅｒｏｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ
　

由图可得，当 ｂ＝２８００Ｎ·ｓ／ｍ时，整数阶天棚
阻尼半主动悬架的综合性能评价指标 Ｊ取得极小
值，为４１０×１０９；当 ｂ＝２５５０Ｎ·ｓ／ｍ、α＝０２３时，

分数阶天棚阻尼半主动悬架的综合性能评价指标 Ｊ
取得极小值，为４０３×１０９。依照该评价指标，分数

阶天棚阻尼控制的总体效果要优于整数阶。

３　仿真结果分析

利用 Ｍａｔｌａｂ／Ｓｉｍｕｌｉｎｋ软件搭建了被动悬架和

半主动悬架（整数阶和分数阶天棚阻尼半主动悬架

的统称）仿真模型，表 １为被动悬架参数。半主动
悬架前、后等效阻尼系数分别为 ２８０和 ３００Ｎ·ｓ／ｍ，
其余参数与被动悬架一致。路面输入模型采用滤波

白噪声的时域表达式描述。由于前、后车轮行驶在

同一线路上，前、后轮处路面输入只相差时间滞后量

Δｔ（轴距与车速比值），即ｑｒ（ｔ）＝ｑｆ（ｔ－Δｔ）
［１６］
。

３１　时域仿真结果分析
当车辆以 ２０ｍ／ｓ的速度匀速行驶在 Ｂ级路面

时，时域仿真结果如图 ６～１１所示。表 ２为整车各
响应量的均方根值。

表 １　被动悬架参数

Ｔａｂ．１　Ｓｏｍｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｐａｓｓｉｖｅｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ

悬架参数 数值 悬架参数 数值

ｍ２／ｋｇ １０８７ Ｉ２／（ｋｇ·ｍ
２） ２２５５

ｍ１ｆ／ｋｇ ４０ ｍ１ｒ／ｋｇ ４５

ｃｓｆ／（Ｎ·ｓ·ｍ
－１） １１００ ｃｓｒ／（Ｎ·ｓ·ｍ

－１） １０５０

ｋｔｆ／（Ｎ·ｍ
－１） １６００００ ｋｔｒ／（Ｎ·ｍ

－１） １６００００

ｌ１／ｍ １３１５ ｌ２／ｍ １５７８

图 ６　车身垂直加速度响应曲线

Ｆｉｇ．６　Ｂｏｄｙｖｅｒｔｉｃａｌａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ
　

图 ７　车身俯仰角加速度响应曲线

Ｆｉｇ．７　Ｂｏｄｙｐｉｔｃｈｉｎｇａｎｇｕｌａｒａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ
　

图 ８　前悬架动挠度响应曲线

Ｆｉｇ．８　Ｆｒｏｎｔｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｔｒａｖｅｌ
　

　　分析图表可得，整数阶天棚阻尼半主动悬架较
被动悬架而言，在车身垂直加速度和车身俯仰角加

速度方面均得到了大幅度的改善，但是前后轮动载

荷有较大程度的恶化；分数阶天棚阻尼半主动悬架

的车身垂直加速度、车身俯仰角加速度均优于整数

阶天棚阻尼半主动悬架，而两者的动挠度、轮胎动载

荷几乎一致。综上，分数阶与整数阶天棚阻尼半主

动悬架相比，在不损失操纵稳定性的前提下，可以进

一步提升行驶平顺性。
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图 ９　后悬架动挠度响应曲线

Ｆｉｇ．９　Ｒｅａｒｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｔｒａｖｅｌ
　

图 １０　前轮动载荷响应曲线

Ｆｉｇ．１０　Ｆｒｏｎｔｗｈｅｅｌｄｙｎａｍｉｃｌｏａｄ
　
３２　频域仿真结果分析

车身、悬架和车轮的频率响应特性影响着整车

　　

图 １１　后轮动载荷响应曲线

Ｆｉｇ．１１　Ｒｅａｒｗｈｅｅｌｄｙｎａｍｉｃｌｏａｄ
　

平顺性，因此具有重要研究意义。在求线性悬架模

型的车身垂直加速度增益、俯仰角加速度增益、前后

悬架动行程增益和前后车轮动载荷增益时，可以通

过公式推导求得传递函数，或者将系统表述为标准

状态空间求得伯德图。但是，空气悬架具有强非线

性，上述方法并不适用。本文在 Ｍａｔｌａｂ／Ｓｉｍｕｌｉｎｋ模
型中，将地面速度输入用线性扫频信号替代，幅值为

０１ｍ／ｓ，频率范围为 ０～３０Ｈｚ，模型的时域响应为
幅值、频率不断变化的曲线，将其与输入曲线对比，

经过坐标变换，近似得到各幅频特性如图 １２～１５
所示。

表 ２　整车各响应量的均方根值

Ｔａｂ．２　ＲＭＳｏｆｖｅｈｉｃｌｅｒｅｓｐｏｎｓｅｓ

响应量
被动悬架 整数阶天棚阻尼半主动悬架 分数阶天棚阻尼半主动悬架

响应值 响应值 改善程度／％ 响应值 改善程度／％

车身垂向加权加速度［１６］／（ｍ·ｓ－２） ０７１２６ ０４８５２ ３１９ ０４００１ ４３９

车身俯仰角加速度／（ｒａｄ·ｓ－２） ０４４９８ ０３４６１ ２３１ ０３１１７ ３０７

前悬架动挠度／ｍ ００１７９ ００１７４ ２８ ００１８６ －３９

后悬架动挠度／ｍ ００１７１ ００１６６ ２９ ００１７８ －４１

前轮动载荷／Ｎ １０１８ １６１３ －５８４ １５９７ －５６９

后轮动载荷／Ｎ １０５９ １６３２ －５４１ １６２８ －５３７

图 １２　ｚ··２对 ｑ
·

ｆ的折算幅频特性

Ｆｉｇ．１２　｜ｚ··２／ｑ
·

ｆ｜ｗｉｔｈｅｘｃｉｔｉｎｇｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
　　　非线性系统在不同幅值输入下，响应会有一定
差别，但是，上述输入下３种悬架各频率响应曲线之
间的相对关系仍具有一定代表性。

在上述 ４幅图中都能发现，共振峰均出现在
１Ｈｚ和１０Ｈｚ附近，分别为汽车簧上质量固有振动
频率和簧下质量部分固有振动频率。另外，３种悬

图１３　φ··２对 ｑ
·

ｆ的折算幅频特性

Ｆｉｇ．１３　｜φ··２／ｑ
·

ｆ｜ｗｉｔｈｅｘｃｉｔｉｎｇｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
　
架的低频共振峰有频率偏移，分数阶天棚阻尼半主

动悬架的共振频率最低，其次是整数阶天棚阻尼半

主动悬架，最高的是被动悬架，这种现象主要是由悬

架的非线性引起的。

由图１２和图１３可以看出，频响特性曲线在１～
２Ｈｚ频段，被动悬架出现了较大的共振峰，这是车
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图 １４　（ｚ２ｆ－ｚ１ｆ）对 ｑ
·

ｆ的折算幅频特性

Ｆｉｇ．１４　｜（ｚ２ｆ－ｚ１ｆ）／ｑ
·

ｆ｜ｗｉｔｈｅｘｃｉｔｉｎｇｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
　

图 １５　ｋｔｆ（ｚ１ｆ－ｑｆ）对 ｑ
·

ｆ的折算幅频特性

Ｆｉｇ．１５　｜ｋｔｆ（ｚ１ｆ－ｑｆ）／ｑ
·

ｆ｜ｗｉｔｈｅｘｃｉｔｉｎｇｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
　
身共振的结果，而半主动悬架的共振峰较小，有效抑

制了车身共振；整数阶和分数阶天棚阻尼半主动悬

架的车身垂直加速度增益峰值分别减小了 ６０３％
和６８７％，车身俯仰角加速度增益峰值分别减小了
５２０％和６７７％。另外，两者均使人体最为敏感的
４～８Ｈｚ频段处于减振区［１６］

。因此，悬架在运用两

种控制策略后都能取得比被动悬架更好的平顺性，

　　

并且分数阶天棚阻尼控制策略效果更好，在低频段

尤为明显。

分析图１４可得，在 １０Ｈｚ附近频段，半主动控
制不仅没有减小悬架动挠度，反而有所增大；在中间

的频率段，半主动控制有改善作用。从图 １５可看
出，在４Ｈｚ以下频率段，分数阶比整数阶天棚阻尼
控制能更有效地降低前轮动载荷增益；然而在１０Ｈｚ
附近的频率段，相对被动悬架，两者有相同程度的恶

化，影响了汽车操纵稳定性。上述恶化现象的原因

是评价指标之间的相互矛盾，特别是车身垂向加速

度与轮胎动载荷之间的矛盾。在车身垂向振动性能

得到改善的情况下，轮胎动载荷有所增加。因为

１０Ｈｚ附近正是簧下质量的固有振动频率，所以该频
率下车轮动载荷性能的恶化尤其明显。

４　结论

（１）建立了半主动空气悬架非线性动力学模
型，空气弹簧的数学模型直接通过试验数据拟合得

到，能真实反映其性能。

（２）利用 Ｍａｔｌａｂ／Ｓｉｍｕｌｉｎｋ建立半车仿真模型，
对比分析整数阶和分数阶天棚阻尼控制的效果。后

者能更有效地抑制低频车身垂直和俯仰振动，衰减

车身共振，整体控制效果有一定提高，验证了分数阶

微积分在悬架半主动控制中的有效性。

（３）整数阶和分数阶天棚阻尼半主动悬架的动
挠度、轮胎动载荷性能相近。
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