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摘要：骨重建是一种持续进行的新骨替代旧骨的过程，它通过具有骨吸收能力的破骨细胞和具有骨成形能力的成

骨细胞来实现。在陆地脊椎动物中这两种细胞活动是严格平衡的，并且骨的拓扑形状是适应局部力学环境的。本

文以 Ｔｕｒｉｎｇ反应 扩散模型为基础，通过骨成形与骨吸收机理耦合建立了骨重建模型。该模型通过有限元方法和

像素单元的添加和删除准则提出了连续体结构仿生拓扑优化计算方法，该方法将结构看成生长的骨骼，将寻找最

优拓扑的过程比拟为骨骼的重建过程，应变能密度的均匀分布作为优化准则更新材料分布，直至达到一个平衡状

态，并由此获得最优拓扑结构。最后通过典型的算例验证了所提方法的可行性和有效性。
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　　引言

连续体结构拓扑优化问题因数学模型的建立困

难、所设计的变量多、计算量大而被公认为是当前结

构优化领域内具有挑战性的课题之一。在过去的几

十年里，连续体结构拓扑优化广泛地应用于建筑、机

械、化工、航空航天等工程设计领域
［１］
。

Ｂｅｎｄｓｅ等基于均匀化理论的结构拓扑优化设
计

［２］
开创了连续体结构拓扑优化研究的新开端。

目前连续体结构拓扑优化方法主要有均匀化方

法
［２］
、实体各向同性材料惩罚法

［３］
（Ｓｏｌｉｄｉｓｏｔｒｏｐｉｃ

ｍａｔｅｒｉａｌｗｉｔｈｐｅｎａｌｉｚａｔｉｏｎ，ＳＩＭＰ）、渐进结构优化方
法

［４］
（Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＥＳＯ）、双

向渐进结构优化方法
［４］
（Ｂｉｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ

ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＢＥＳＯ）、水平集方法［５－６］
、独

立连续拓扑变量及映射变换方法 （Ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ
ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｍａｐｐｉｎｇ，ＩＣＭ）［７］等。

上述的拓扑优化问题均出自工程应用领域，解

决手段也多以数学规划方法为主，而自然界中同样

存在自优化现象，如树干中不同木质的分布、动物骨

骼中材料的分布等。因此本文着重考虑基于骨重建

理论的连续体结构仿生拓扑优化方法。

Ｗｏｌｆｆ曾指出骨骼具有功能适应性，它根据周围
的力学环境调整自身结构和形状，以最少的材料获

得最大的结构强度，骨骼的这种功能适应性原理被

称作 Ｗｏｌｆｆ法则［８］
。文献［９－１４］从骨骼功能适应

性原理出发，将骨骼重建过程比拟为待优化的结构，

对连续体结构进行拓扑优化设计。文献［１５］根据
树木生长的自优化现象通过有限元方法提出了计算

机辅助形状优化方法。文献［１６－２１］将应变能密
度作为骨骼重建的刺激准则，对骨骼宏观微观结构

进行了数值模拟，得到与真实骨骼较相似的结果。

骨骼形成后要在骨细胞的作用下经历旧骨不断

被吸收，新骨不断形成的骨重建过程。在骨重建周

期中，由成骨细胞引起的骨成形与破骨细胞引起的

骨吸收之间的机制是维持完整的骨结构的关键，维

持适量的骨量主要依赖于精确的骨成形与骨吸收的

动态平衡
［２２］
。文献［２３］提出了考虑骨骼应力信息

及其成骨细胞和破骨细胞耦合反馈的骨骼功能适应

性模型，并指出在合适的外载荷条件下，骨细观结构

维持最佳拓扑结构的结论。

反应 扩散模型由 Ｔｕｒｉｎｇ首先提出［２４］
，并已在

生物科学领域中鱼和骨骼内的色素图样数值模拟中

被广泛运用
［２５－２７］

。Ｔｕｒｉｎｇ模型由活化因子及抑制
因子组成并能相互作用以及独自扩散揭示出这些分

子稳定的周期性分布。虽然反应 扩散模型在生物

活性骨骼方面的应用有了一些成果
［１８，２８－２９］

，但是在

机械刺激下考虑骨的应力信息与反应 扩散方程及

骨成形和骨吸收机理耦合的连续体结构仿生拓扑优

化方法方面的研究报道不多见。



本文将仿生学与结构优化设计相结合，以骨骼

重建为对象，将 Ｔｕｒｉｎｇ反应 扩散方程和有限元方

法耦合提出连续体结构具有仿生骨骼功能的拓扑优

化计算方法。该方法中应变能密度的均匀分布作为

优化准则更新材料分布，直至达到一个平衡状态并

由此获得结构的最优拓扑结果，通过悬臂梁作为数

值算例验证方法的有效性，最后给出几个拓扑优化

算例。

１　基于 Ｔｕｒｉｎｇ反应 扩散方程的骨重建模型

以 Ｔｕｒｉｎｇ反应 扩散模型为基础，通过骨成形

和骨吸收活动耦合，建立了骨骼重建模型，将 Ｔｕｒｉｎｇ
反应 扩散系统的两种假想，假设为骨骼成形活化因

子和骨骼吸收抑制因子，对骨重建做如下假想（见

图１）：骨的成形及吸收与活化因子（Ａｃｔｉｖａｔｏｒ）、抑
制因子（Ｉｎｈｉｂｉｔｏｒ）各自的局部浓度成比例；反之局
部有效应力又影响活化因子的浓度，当活化因子的

局部浓度大于抑制因子时，大量成骨细胞聚集在这

局部领域形成新的骨，当抑制因子的局部浓度大于

活化因子时，破骨细胞聚集骨被吸收。

图 １　骨骼重建假想模型
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模拟了热带的神仙鱼斑图结构，验证了 Ｔｕｒｉｎｇ反应
扩散模型生物斑图模拟中的有效性。

Ｔｅｚｕｋａ等将 Ｔｕｒｉｎｇ反应 扩散模型中添加应力

传感器 ＣｓＳｉ加以修正，提出了骨骼重建假想模型

ｉＢｏｎｅ［１８］。
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（２）

本研究从 Ｗｏｌｆｆ的骨骼功能适应原则出发，启
发 ｉＢｏｎｅ模型，将以上 Ｔｕｒｉｎｇ反应 扩散方程中添加

应力项 ＣＳＡδｉ、ＣＳＩδｉ和 Ｃ４Ｉｉ、ＧＡ、ＧＩ建立了骨重建数学
模型
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ｉ

（３）
式中　Ａｉ———第 ｉ单元中活性因子的局部浓度

Ｉｉ———第 ｉ单元中抑制因子的局部浓度

Δ２
———Ｌａｐｌａｃｅ算子

ＤＡ、ＤＩ———活性因子 Ａ和抑制因子 Ｉ的扩散
系数

ｇＡ、ＧＡ、ｇＩ、ＧＩ———活性因子 Ａ和抑制因子 Ｉ
的补偿参数

Ｃ１、Ｃ２、Ｃ３、Ｃ４、ＣＡ、ＣＩ———活性因子和抑制因
子的反馈参数

ＣＳＡ、ＣＳＩ———活性因子和抑制因子应力参数
δｉ———第 ｉ单元中 ＶｏｎＭｉｓｅｓ应力，通过有限

元方法获得

式（３）的系数为 Ｃ１＝００８，Ｃ２＝－００８，ＣＡ＝００４，
Ｃ３＝００５，Ｃ４＝０，ＣＩ＝０１，ｇＡ＝－００３，ＧＡ＝００３，
ｇＩ＝－００５，ＧＩ＝００６，ＤＡ＝００１，ＤＩ＝０８，ＣＳＡ＝
００４，ＣＳＩ＝０。当有一外力作用于这种模型时，受到
激励的骨骼通过沉积和吸收的方式能使模型的形状

很快地适应外力。

２　仿生拓扑优化方法

结构的整体刚度最大化设计等价于结构的柔度

最小，因此拓扑优化方法中单元对整体刚度的贡献

为该单元的应变能密度，通过逐步删除应变能密度

最小的单元，使剩余的结构逐步趋于整体刚度最大。

为了实现连续体结构的仿生拓扑优化，骨骼的

形成与被吸收功能转化为材料形成和材料被吸收过

程，对连续结构提出了新的仿生拓扑优化计算方法。

因为骨重建就是骨材料密度经过适当分布达到应变

能密度均匀分布状态的过程，因此优化方法中应变

能密度的均匀分布作为优化准则更新材料分布，一

直到总应变能趋于稳定为止，反复迭代基于 Ｔｕｒｉｎｇ
反应 扩散系统的骨重建模型。

对于二维平面单元，单元 ｉ的应力矢量 δｉ＝
（δｘｘ，δｙｙ，τｘｙ），该单元的 ＶｏｎＭｉｓｅｓ应力为

δｉ＝ δ２ｘｘ＋δ
２
ｙｙ－δｘｘδｙｙ＋３τ

２

槡 ｘｙ＝（δ
Ｔ
ｉＴδｉ）

１／２

其中 δｘｘ和 δｙｙ为 ｘ方向和 ｙ方向的正应力，δｘｙ为剪应
力，Ｔ为系数矩阵
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０ ０ ３

有限元计算中 δｉ的计算公式为
δｉ＝ＤＢｕｉ （４）

式中　Ｄ、Ｂ———传统的弹性量和应变矩阵
ｕｉ———第 ｉ单元节点位移矢量

Ｆｙｈｒｉｅ等在文献［３０］中提到骨组织被认为是一
种表面密度分布特征的连续介质，可假设它是一种

可自我优化的材料，优化的目的是使表面密度适应

有效应力 δｉ，在其工作中有效应力 δｉ可表示成

δ２ｉ＝２ＥＵＳＥＤ （５）
式中　Ｅ———表面弹性模量

ＵＳＥＤ———表面应变能密度
由公式（５）得到应变能密度公式

ＵＳＥＤ＝
δ２ｉ
２Ｅ

（６）

图 ２　材料形成与吸收及像素单元的添加和删除准则

Ｆｉｇ．２　Ｍａｔｅｒｉａｌｆｏｒｍａｔｉｏｎａｎｄａｂｓｏｒｐｔｉｏｎｄｅｃｉｓｉｏｎｂｙ

ｕｓｉｎｇａｄｄｉｎｇａｎｄｒｅｍｏｖｉｎｇｐｉｘｅｌｅｌｅｍｅｎｔｓ

本研究中首先对初始设计区域，通过实验室自

开发的基于波形法的有限元前后处理软件 ＦＡＳＴ＿
ｗｍｇ［３１］（Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔａｎａｌｙｓｉｓｓｕｐｐｏｒｔｔｏｏｌｓｗｉｔｈ
ｗａｖｅｍｅｓｈｇｅｎｅｒａｔｏｒ）建立以像素单元为基的有限元
网格模型，如图 ２所示。这种像素单元由大小相等
的正方形单元组成。其特点是由于各个单元大小和

形状都相同，因此单元刚度矩阵只需计算一次就可

以，大大缩短了计算时间。拓扑优化时 ＶｏｎＭｉｓｓｅｓ
应力通过公式（４）获取。在此方法中，骨的成形（材
料成形）发生在应力集中大（Ａｉ＞ｂＩｉ）的区域附近，
而在应力很小的区域（Ａｉ＜ｂＩｉ）则发生骨吸收（材料

被吸收），其中ｂ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｉｉ

，如图２所示。仿生拓扑优

化过程如图３所示，由以下几个步骤来完成：
（１）根据给定的初始设计区域建立有限元初始

网格模型，设定相应的边界条件和材料参数。

（２）对有限元初始网格模型进行有限元分析，
计算各个节点上的有效应力 δｉ的近似值。

（３）由基于 Ｔｕｒｉｎｇ反应 扩散方程的骨重建模

型来计算各个节点上的 Ａ和 Ｉ的值，并判断且决定
增加或删除的单元。

（４）根据增加和删除的单元，决定新的模型。
（５）判断模型形状是否收敛。
（６）如果不收敛，则回到步骤（２）并进行优化计

算，直到应变能密度的分布均匀为止。

图 ３　仿生拓扑优化计算流程图

Ｆｉｇ．３　Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｂｉｏｎｉｃｔｏｐｏｌｏｇｙｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
　

３　数值算例与结果分析

为了验证仿生拓扑优化方法的有效性，首先给

出了连续体结构拓扑优化设计中常用的经典算例：

悬臂梁结构进行了拓扑优化计算。然后对几种不同

边界条件下数值算例进行拓扑优化计算。

将优化问题描述为：在满足材料体积约束的前

提下，使结构总应变能最小化。本文所有的算例中

材料参数取为：弹性模量 ２０６０００ＭＰａ、泊松比 ０３。
模型创建、边界条件设定和结果显式由 Ｆａｓｔ＿ｗｍｇ软
件

［３１］
来完成。算例在 Ｌｉｎｕｘ平台下由 Ｃ＋＋语言编

写的８个节点有限元分析程序和基于 Ｔｕｒｉｎｇ反应
扩散系统的骨重建模型的优化程序反复迭代来完

成。

３１　算例１
图４ａ为初始设计区域为 １６０ｍｍ×１００ｍｍ×

１ｍｍ的悬臂梁。结构左端固定，右边界中点作用于
集中载荷，其值为 Ｆ＝１００Ｎ。初始设计区域被划分
为１６０×１００的像素单元，体积比 Ｖ分别为 ５０％、
４５％时，优化计算５０次循环后的优化结果如图 ４ｂ、
４ｃ所示。非局部 Ｓｈｅｐａｒｄ插值法［３２］

、ＢＥＳＯ方法［４］

与 ＳＩＭＰ方法［３］
所得到的拓扑优化结果如图 ５所

示。从图４、５可看出本文方法所得到的拓扑优化结
果与其它３种经典拓扑优化方法的结果很相似。体
积比 Ｖ为 ５０％、４５％时的 ＶｏｎＭｉｓｓｅｓ应力分布如
图６所示。从图６中可看出结构各个部分几乎具有
相同的应力，即满足等应力原则。为了检查本文方
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法对网格是否依赖，对初始网格为 ４０×２５、８０×５０、
２４０×１５０的设计区域进行了优化计算，结果如图 ７
所示。从图７可看出本文方法几乎无网格依赖性，
所有的结果都没有出现棋盘格，不过本文方法中对

初始设计区域网格剖分较粗时，优化结果出现边界锯

齿现象。应变能密度随着迭代次数的演化历程以及体

积比随着迭代次数的演化历程图如图８ａ和８ｂ所示。
从图８ａ可以看出应变能密度最初为２０９１５Ｎ·ｍｍ，迭
代第３步后达到最大值３４７２３Ｎ·ｍｍ，之后各个迭
代下降，到最后 ５０步达到最小值 １４４４Ｎ·ｍｍ。从
图８可看出文中的算法 ４７～５０步后收敛到体积比
０５０。

图４　初始设计区域和不同体积比下的最终拓扑优化结果

Ｆｉｇ．４　Ｄｅｓｉｇｎｄｏｍａｉｎａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖｏｌｕｍｅｆｒａｃｔｉｏｎ

ｔｏｐｏｌｏｇｉｅｓｏｆｐｒｅｓｅｎｔｍｅｔｈｏｄ
（ａ）初始设计区域　（ｂ）体积比 Ｖ＝５０％拓扑优化结果

（ｃ）体积比 Ｖ＝４５％拓扑优化结果
　

图 ５　传统方法获得的拓扑优化结果

Ｆｉｇ．５　Ｏｐｔｉｍｕｍｔｏｐｏｌｏｇｉｅｓｌａｙｏｕｔｂｙｕｓｉｎｇｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ

ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ
（ａ）非局部 Ｓｈｅｐａｒｄ插值法　（ｂ）ＢＥＳＯ方法　（ｃ）ＳＩＭＰ方法
　

图 ６　不同体积比下 ＶｏｎＭｉｓｓｅｓ应力分布图

Ｆｉｇ．６　ＶｏｎＭｉｓｓｅｓｓｔｒｅｓｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｖｏｌｕｍｅｆｒａｃｔｉｏｎ
（ａ）体积比 Ｖ＝５０％　（ｂ）体积比 Ｖ＝４５％

　
３２　算例２

图９ａ为初始设计区域为 ４９０ｍｍ×７０ｍｍ×
１ｍｍ的长悬臂梁。结构左右边 ４个角处 ４个端点
固定，结构中点作用于集中载荷，其值为 Ｆ＝１００Ｎ。
初始设计区域被划分为 ４９０×７０的像素单元，本例
中体积比 Ｖ设定为 ５０％。通过仿生拓扑优化计算
经过１０次、３０次、５０次循环后拓扑结果演化历程如

图 ７　不同网格节点下的拓扑优化结果

Ｆｉｇ．７　Ｏｐｔｉｍａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｂｔａｉｎｅｄｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｍｅｓｈｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓ
（ａ）４０×２５　（ｂ）８０×５０　（ｃ）２４０×１５０

　

图 ８　应变能密度和体积比随着迭代次数的演化历程

Ｆｉｇ．８　Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆｔｈｅｓｔｒａｉｎｅｎｅｒｇｙｄｅｎｓｉｔｙ，

ｖｏｌｕｍｅｆｒａｃｔｉｏｎａｎｄｔｏｐｏｌｏｇｙｖｅｒｓｕｓｉｔｅｒａｔｉｏｎ
（ａ）应变能密度　（ｂ）体积比

　
图９ｂ、ｃ、ｄ所示，可看出拓扑优化结果逐步稳定最后
达到对称型结构。图 １０为应变能密度以及体积比
随着迭代次数的演化历程。从图１０ａ可看出应变能
密度最初为１７３７０Ｎ·ｍｍ，通过迭代第 ２步后达到
最大值３５３７３Ｎ·ｍｍ，之后的各个迭代步骤逐步下
降，４９步和 ５０步均达到最小值 １２１２３Ｎ·ｍｍ。从
图１０综合分析看出本文优化算法通过３０次迭代步

后基本稳定，４４～５０次迭代后拓扑结果几乎保持不
变，之后的迭代逐步收敛到体积比０５０。

３３　算例３
初始设计区域为３００ｍｍ×１００ｍｍ×１ｍｍ的长

悬臂梁，边界条件设定为左右两边中间点固定，下边

缘中部铅垂方向施加 Ｆ＝１００Ｎ集中载荷，如图 １１ａ
所示；上边缘中部铅垂方向施加 Ｆ＝１００Ｎ集中载

荷，如图１２ａ所示；上边缘中部往上方向施加 Ｆ２＝

１００Ｎ集中载荷，下边缘中部往下方向施加 Ｆ１＝１００Ｎ
集中载荷，如图 １３ａ所示。初始设计区域被划分为
３００×１００的像素单元，本例中体积比 Ｖ设定为
４０％。图１１ｂ、图１２ｂ、图 １３ｂ中给出了通过仿生拓
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图 ９　初始设计区域和拓扑优化随迭代次数的演化历程

Ｆｉｇ．９　Ｄｅｓｉｇｎｄｏｍａｉｎａｎｄｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙｈｉｓｔｏｒｙｏｆａ

ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｐｒｏｐｏｓｅｄｍｅｔｈｏｄ
（ａ）初始设计区域　（ｂ）迭代１０次

（ｃ）迭代３０次　（ｄ）迭代５０次
　

图 １０　应变能密度与体积比随迭代次数的演化历程

Ｆｉｇ．１０　Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆｔｈｅｓｔｒａｉｎｅｎｅｒｇｙ，

ｖｏｌｕｍｅｆｒａｃｔｉｏｎａｎｄｔｏｐｏｌｏｇｙｖｅｒｓｕｓｉｔｅｒａｔｉｏｎ
（ａ）应变能密度　（ｂ）体积比

　
扑优化计算经过 ５０次循环后 ３种边界条件对应的
拓扑优化结果。从图 １１ｂ～１３ｂ可看出本文拓扑优
化计算得到的最终拓扑优化结果具有对称型和规

　　

图 １１　下面加载荷情况下长悬臂梁模型的

初始设计区域和最终拓扑优化结果

Ｆｉｇ．１１　Ｄｅｓｉｇｎｄｏｍａｉｎａｎｄｆｉｎａｌｔｏｐｏｌｏｇｙｏｆ

ｐｒｅｓｅｎｔｅｄｍｅｔｈｏｄ
（ａ）初始设计区域　（ｂ）最终拓扑优化结果

　

图 １２　上面加载荷情况下长悬臂梁模型的

初始设计区域和最终拓扑优化结果

Ｆｉｇ．１２　Ｄｅｓｉｇｎｄｏｍａｉｎａｎｄｆｉｎａｌｔｏｐｏｌｏｇｙｏｆ

ｐｒｅｓｅｎｔｅｄｍｅｔｈｏｄ
（ａ）初始设计区域　（ｂ）最终拓扑优化结果

　

图 １３　上下加载荷情况下长悬臂梁模型的

初始设计区域和最终拓扑优化结果

Ｆｉｇ．１３　Ｄｅｓｉｇｎｄｏｍａｉｎａｎｄｆｉｎａｌｔｏｐｏｌｏｇｙ

ｏｆｐｒｅｓｅｎｔｅｄｍｅｔｈｏｄ
（ａ）初始设计区域　（ｂ）最终拓扑优化结果

　

则型。

４　结论

（１）将仿生学与结构优化设计相结合以骨骼重
建为对象，将 Ｔｕｒｉｎｇ反应 扩散方程和有限元方法

耦合，对二维连续体结构提出了仿生拓扑优化计算

方法，该优化方法概念简单，无需求解多变量数学规

划、灵敏度分析，具有计算效率高的特点。

（２）应用本文方法对典型的算例进行拓扑优化
计算，优化结构与其它传统的几种拓扑优化方法进

行比较，验证了文中仿生拓扑优化方法的有效性。
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