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摘要：基于一组带参数的四次广义 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数，构造了一种带多形状参数 λ、γｉ的四次广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面，该曲

面不仅保留了传统 Ｂéｚｉｅｒ曲面的性质，而且具有优良的形状可调性，同时还以四次 Ｂéｚｉｅｒ曲面为其特殊情形；其次，

详细分析了该曲面的一些基本性质，以及讨论了该曲面的一些特殊退化曲面的构造；最后，为了解决造型设计中复

杂曲面难以用单一曲面表示的问题，进一步研究了该曲面的拼接技术，推导了两相邻四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面片

间 Ｇ１和 Ｇ２光滑拼接的几何条件，并给出了具体的拼接步骤与几何造型实例。实例结果表明，所提方法不仅简单有

效且易实现，可应用于工程复杂曲面的构造与外形设计中。
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　　引言

曲线曲面的表示一直是 ＣＡＤ／ＣＡＭ中一个重
要的研究内容，其中 Ｂéｚｉｅｒ曲线曲面由于其结构简
单、直观且具有许多优良的性质，已成为 ＣＡＤ／ＣＡＭ
领域用于描述形状信息的主要工具之一。然而随着

现代几何造型工业的发展，传统 Ｂéｚｉｅｒ与有理
Ｂéｚｉｅｒ方法已难以满足几何造型中的各种需求，为
此学者们提出了许多非有理形式的带形状参数的

Ｂéｚｉｅｒ曲线曲面［１－８］
。四次带参 Ｂéｚｉｅｒ曲线曲面作为

一种新颖的曲线曲面构造方法
［５］
，在保留 Ｂéｚｉｅｒ方法

全部优点的基础上，不仅具有优良的形状可调性，而且

其计算复杂度要远低于一些非代数多项式曲线
［１－４］
，

所以该方法在ＣＡＤ／ＣＡＭ中得到了广泛的应用［９－１１］
。

为了进一步增强四次带参 Ｂéｚｉｅｒ曲线的几何造
型能力，学者们研究了该曲线的一些相关技术，如形

状分析
［９］
、光滑拼接

［１０］
、近似合并

［１１］
及可展曲面设

计
［１２］
等。上述研究工作主要是针对四次带参Ｂéｚｉｅｒ

曲线进行的，而对其相关曲面的研究却相对较少。

为此，文献［５］用张量积方法构造了一种带形状参
数的四次 Ｂéｚｉｅｒ曲面，而文献［１０］则研究了该曲面
Ｇ１光滑拼接的几何条件。但是，这种曲面存在缺
点：形状参数较少，曲面形状可调性有限；拼接条件

仅限于 Ｇ１连续，且设计复杂曲面的自由度太少，有

一定的局限性。为了克服文献［５］中曲面的缺点，
本文构造一种带多个形状参数的四次广义 Ｂéｚｉｅｒ曲
面，并使文献［５］中的曲面成为该曲面的一个特例。

１　带多形状参数的四次广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面

１１　四次带参广义 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基的定义
定义１：对任意 ｔ∈［０，１］，λ∈［－３，１］，称关于

ｔ的四次多项式
ｂ０，４（ｔ）＝（１－λｔ）（１－ｔ）

３

ｂ１，４（ｔ）＝（３＋λ－λｔ）ｔ（１－ｔ）
２

ｂ２，４（ｔ）＝（３＋λｔ）ｔ
２
（１－ｔ）

ｂ３，４（ｔ）＝（１－λ＋λｔ）ｔ













３

（１）

为带参数 λ的四次广义 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数［５］
。

容易 推 出 式 （１）中的 基函 数具有与 三 次
Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数类似的性质，如端点性质、权性和非
负性等。特别当参数 λ取值为 ０时，上述四次带参
广义 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基便为三次 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数。
１２　四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面的定义

类似传统张量积 Ｂéｚｉｅｒ曲面的构造，文献［５，
１０］在式（１）中基函数的基础上，定义了双四次带参
Ｂéｚｉｅｒ曲面

Ｐ（ｕ，ｖ）＝∑
３

ｉ＝０
∑
３

ｊ＝０
ｂｉ，４（ｕ；λ）ｂｊ，４（ｖ；γ）Ｐｉ，ｊ

（０≤ｕ，ｖ≤１） （２）



式中，－３≤λ，γ≤１，ｂｉ，４（ｕ；λ）、ｂｊ，４（ｖ；γ）为由
式（１）定义的分别含参数 λ和 γ的四次带参广义
Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基；Ｐｉ，ｊ（ｉ、ｊ＝０，１，２，３）为曲面的控制网格
顶点。

显然，式（２）中的曲面含有形状参数 λ、γ，通
过修改参数可灵活修改曲面的形状。但是，由于

只带有 ２个形状参数使得该曲面的形状可调性十
分有限。为此，本文构造另一种带多形状参数的

四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面，其具体表达式如定义 ２
所示。

定义２：若给定４×４个控制网格顶点阵列Ｐｉ，ｊ∈
Ｒ３（ｉ，ｊ＝０，１，２，３），λ、γｉ（ｉ＝０，１，２，３）为任意的实
数，且 －３＜λ，γｉ≤１，则四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面定
义为

Ｓ（ｕ，ｖ；λ，γｉ）＝∑
３

ｉ＝
[

０
ｂｉ，４（ｕ；λ）∑

３

ｊ＝０
ｂｊ，４（ｖ；γｉ）Ｐｉ， ]ｊ

（０≤ｕ，ｖ≤１） （３）
式中，λ、γｉ（ｉ＝０，１，２，３）称为曲面的形状控制参数，
而 ｂｉ，４（ｕ；λ）、ｂｊ，４（ｖ；γｉ）（ｉ、ｊ＝０，１，２，３）分别为由
式（１）所定义的四次带参广义 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数。显
然，由式（１）中基函数的性质，易验证四次带参广义
Ｂéｚｉｅｒ曲面具有优良的形状可调性，通过修改形状
参数可以灵活调整曲面的形状和实现多种（共 ３５－１
种）逼近方式。若令参数 γｉ（ｉ＝０，１，２，３）都相等，
四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面即为式（２）中的双四次带
参 Ｂéｚｉｅｒ曲面，所以曲面式（２）是曲面式（３）的一个
特例。

１３　四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面的性质
根据四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面的定义，可以推

出该曲面具有如下性质：

性质１：边角点性质。四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲
面的４个角点插值于曲面控制网格的４个角点，即

Ｓ（０，０；λ，γｉ）＝Ｐ０，０　Ｓ（０，１；λ，γｉ）＝Ｐ０，３
Ｓ（１，０；λ，γｉ）＝Ｐ３，０　Ｓ（１，１；λ，γｉ）＝Ｐ３，３

且剩余１２个控制网格顶点一般不在曲面上。
性质２：边界性质。四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面

的４条边界曲线分别是由控制网格最外一圈控制顶
点定义的４条四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲线，即
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且修改控制网格的内部顶点不会影响到４条边界曲
线的位置和形状。

性质３：凸包性。四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面位
于其控制网格的凸包之内，且曲面的凹凸形状与控

制网格的凹凸对应，该性质可由四次带参广义

Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数的权性和非负性得到。
性质４：变差缩减性和保凸性。
性质５：极限性质。即当 λ、γｉ（ｉ＝０，１，２，３）趋

于零时，四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面收敛于双四次
Ｂéｚｉｅｒ曲面，该性质可由式（１）中基函数的极限性质
证明。

２　特殊四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面的构造

当四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面的控制网格顶点有
１排或多排控制顶点重合时，曲面边界曲线的条数
和边角点的个数均会发生变化。

２１　三角曲面的生成
根据１３节中四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面的边界

性质可知，当曲面控制网格外围有 １排控制顶点重
合时，该曲面的某一条边界曲线便退化为一个点

（即重合的控制顶点），从而使得四次带参广义

Ｂéｚｉｅｒ曲面变成了一种三角曲面，即含有 ３个角点、
３条边界曲线的曲面。图１给出了曲面控制网格外
围有１排控制顶点重合的示意图。图 １中，黑圆点
表示曲面的１６个初始控制网格顶点，黑菱形点表示
曲面控制网格右侧 １排 ４个控制顶点重合后的顶
点。

图 １　控制网格外围有 １排顶点重合的示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆａｒｏｗｏｆｏｕｔｅｒｃｏｎｔｒｏｌｐｏｉｎｔｓ
（ａ）曲面初始控制网格　（ｂ）１排顶点重合的控制网格

　
图２给出了当有１排控制网格顶点重合时的三

角四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面。对于曲面控制网格外
围其他３排控制顶点重合时的情形，可以类似地生
成相应的三角曲面。

此外，特别当曲面控制网格外围有相邻 ２排控
制顶点各自重合时，四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面则变
成一种特殊的三角曲面，该三角曲面有 １条边界曲
线为直线段。图３给出了曲面控制网格外围有相邻
２排控制顶点各自重合的示意图，图 ３中黑圆点和
黑菱形点含意与图 ２相同。类似地，当控制网格外
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图 ２　带不同形状参数的三角曲面

Ｆｉｇ．２　Ｔｒｉａｎｇｕｌａｒｓｕｒｆａｃｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｈａｐｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
（ａ）四角曲面（λ＝－２，γｉ＝－３）　（ｂ）三角曲面（λ＝－２，γｉ＝

－３）　（ｃ）三角曲面（λ＝－１，γｉ＝－３）　（ｄ）三角曲面（λ＝０，

γｉ＝－３）

　
围有３排或４排控制顶点各自重合时，四次带参广
义 Ｂéｚｉｅｒ曲面变成了另一种特殊的三角曲面，该三
角曲面一定有２条边界曲线均为直线段，该情况下
控制顶点各自重合的示意图如图 ４所示。显然，只
要使图４ａ中左侧２个控制顶点、上面的重合顶点以
及下面的重合顶点 ４点共线，或使图 ４ｂ中左侧的、
上面的以及下面的重合顶点 ３点共线，就可以生成
３条边界曲线均为直线段的特殊三角曲面。

图 ３　相邻 ２排控制顶点各自重合的示意图

Ｆｉｇ．３　Ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｔｗｏｒｏｗｓｏｆ

ａｄｊａｃｅｎｔｏｕｔｅｒｃｏｎｔｒｏｌｐｏｉｎｔｓ
（ａ）曲面初始控制网格　（ｂ）２排顶点重合的控制网格

　

图 ４　相邻 ３排或 ４排控制顶点各自重合的示意图

Ｆｉｇ．４　Ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｔｈｒｅｅｏｒｆｏｕｒｒｏｗｓｏｆ

ａｄｊａｃｅｎｔｏｕｔｅｒｃｏｎｔｒｏｌｐｏｉｎｔｓ
（ａ）３排顶点重合的控制网格　（ｂ）４排顶点重合的控制网格
　
２２　二角曲面的生成

同理，由四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面的边界性质
可知，当曲面控制网格外围有不相邻 ２排控制顶点
各自重合时，该曲面有 ２条边界曲线都各自退化为

一个点（即重合的控制顶点），从而使得四次带参广

义 Ｂéｚｉｅｒ曲面变成一种二角曲面，即含有２个角点、
２条边界曲线的曲面。图５给出了曲面控制网格外
围有不相邻２排控制顶点重合的示意图，而图 ６则
给出了这种情况下的二角四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲
面。

图 ５　控制网格外围有不相邻 ２排顶点重合的示意图

Ｆｉｇ．５　Ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｔｗｏｒｏｗｓｏｆ

ｎｏｎａｄｊａｃｅｎｔｏｕｔｅｒｃｏｎｔｒｏｌｐｏｉｎｔｓ
（ａ）曲面初始控制网格　（ｂ）２排顶点重合的控制网格

　

图 ６　带不同形状参数的二角曲面

Ｆｉｇ．６　Ｂｉａｎｇｕｌａｒｓｕｒｆａｃｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｈａｐｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
（ａ）二角曲面 （λ＝－１，γｉ＝－２）　（ｂ）二角曲面（λ＝－１，γｉ＝－１）

（ｃ）二角曲面（λ＝－１，γｉ＝０）　（ｄ）二角曲面（λ＝－１，γｉ＝１）

　

３　四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面的拼接

实际应用中，曲面片间需要达到 Ｇ１连续拼接，
即拼接曲面在公共边界处有相同的切平面或曲面法

线
［１０，１３－１６］

。特别在一些要求较高的场合，曲面片还

应该达到 Ｇ２连续拼接，即满足曲率连续［１５－１６］
。为

了讨论方便，假设待拼接的 ２张由式（３）定义的四
次广义 ＣＢéｚｉｅｒ曲面为
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１
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２
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３
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０
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２
ｉ）Ｐ

２
ｉ， ]{
ｊ

（５）
式中，Ｐ１ｉ，ｊ、Ｐ

２
ｉ，ｊ分别为 Ｓ１和 Ｓ２的控制网格顶点。
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由于曲面有方向性，所以存在 ３种形式的拼接：ｕ
向与 ｕ向拼接、ｕ向与 ｖ向拼接以及 ｖ向与 ｖ向拼
接。

３１　曲面片的 Ｇ１连续拼接
定理 １：如果两相邻四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面

片 Ｓ１（ｕ，ｖ；λ１，γ
１
ｉ）和 Ｓ２（ｕ，ｖ；λ２，γ

２
ｉ）满足

Ｐ１ｉ，３＝Ｐ
２
ｉ，０　（ｉ＝０，１，２，３）

λ１＝λ２
Ｐ１ｉ，３－Ｐ

１
ｉ，２

３＋γ２ｉ
＝ｆ
Ｐ２ｉ，１－Ｐ

２
ｉ，０

３＋γ１ｉ
　（ｉ＝０，１，２，３









 ）

（６）

同时成立，则曲面片 Ｓ１和 Ｓ２在公共边界处达到

ｕ向与 ｕ向 Ｇ１连续拼接。式中，ｆ为大于 ０的实
常数。

证明：式（５）中２张曲面片要满足 Ｇ１连续，首先
要求它们之间满足 Ｇ０连续（也称位置连续，亦有一
条公共边界线），即

∑
３

ｉ＝０
ｂｉ，４（ｕ；λ１）Ｐ

１
ｉ，３＝∑

３

ｉ＝０
ｂｉ，４（ｕ；λ２）Ｐ

２
ｉ，０ （７）

再根据式（１）中基函数的定义和对比多项式曲
线各幂项系数，可将式（７）进一步化简为

Ｐ１ｉ，３＝Ｐ
２
ｉ，０　（ｉ＝０，１，２，３）

λ１＝λ{
２

（８）

其次，还需要求 ２张四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面片在
公共边界处有相同的切平面（即边界上的法矢方向

连续），所以数学上应该满足
［１０，１３－１６］

　　 
ｖ
Ｓ１（ｕ，１；λ１，γ

１
ｉ）×


ｕ
Ｓ１（ｕ，１；λ１，γ

１
ｉ）＝

　ｆ（ｕ）
ｖ
Ｓ２（ｕ，０；λ２，γ

２
ｉ）×


ｕ
Ｓ２（ｕ，０；λ２，γ

２
ｉ） （９）

式中，ｆ（ｕ）＞０表示 ２张曲面片在公共边界处法矢
模的比例因子。实际应用中，可采用 Ｆａｕｘ和 Ｐｒａｔｔ
的方法

［１０，１３－１５］
将式（９）简化为


ｖ
Ｓ１（ｕ，１；λ１，γ

１
ｉ）＝ｆ


ｖ
Ｓ２（ｕ，０；λ２，γ

２
ｉ）（１０）

最后，计算式（５）中两曲面片 Ｓ１和 Ｓ２关于 ｖ向
的跨界切矢量，代入式（１０）中可得

∑
３

ｉ＝０
（３＋γ１ｉ）ｂｉ，４（ｕ；λ１）（Ｐ

１
ｉ，３－Ｐ

１
ｉ，２）＝

ｆ∑
３

ｉ＝０
（３＋γ２ｉ）ｂｉ，４（ｕ；λ２）（Ｐ

２
ｉ，１－Ｐ

２
ｉ，０） （１１）

并结合式（８）中的结论，将式（１１）进一步整理为
Ｐ１ｉ，３－Ｐ

１
ｉ，２

３＋γ２ｉ
＝ｆ
Ｐ２ｉ，１－Ｐ

２
ｉ，０

３＋γ１ｉ
　（ｉ＝０，１，２，３） （１２）

综上所述，如果两曲面片 Ｓ１和 Ｓ２满足式（８）和

式（１２），则它们在公共边界处达到了 ｕ向与 ｕ向 Ｇ１

连续拼接，从而定理１得证。

此外，当定理 １中所有的形状参数都取值为 ０
时，定理１中的拼接条件便退化为双三次 Ｂéｚｉｅｒ曲
面 Ｇ１连续拼接的条件；若满足 γ１０＝γ

１
１＝γ

１
２＝γ

１
３和

γ２０＝γ
２
１＝γ

２
２＝γ

２
３，则定理 １中的拼接条件退化为文

献［９］中的结论。
类似于曲面 ｕ向与 ｕ向 Ｇ１光滑拼接，对于两相

邻曲面片 Ｓ１和 Ｓ２的 ｕ向与 ｖ向 Ｇ
１
拼接以及 ｖ向与

ｖ向 Ｇ１拼接，同理可得如下的结论。
定理 ２：如果两相邻四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面

片 Ｓ１（ｕ，ｖ；λ１，γ
１
ｉ）和 Ｓ２（ｕ，ｖ；λ２，γ

２
ｉ）满足

Ｐ１ｉ，３＝Ｐ
２
０，ｊ　（ｉ＝ｊ＝０，１，２，３）

λ１＝γ
２
０＝γ

２
１

Ｐ１ｉ，３－Ｐ
１
ｉ，２

３＋λ２
＝ｆ
Ｐ２１，ｊ－Ｐ

２
０，ｊ

３＋γ１ｉ
　（ｉ＝ｊ＝０，１，２，３











 ）

（１３）
同时成立，则曲面片 Ｓ１和 Ｓ２在公共边界处达到 ｕ

向与 ｖ向 Ｇ１连续拼接。
定理 ３：如果两相邻四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面

片 Ｓ１（ｕ，ｖ；λ１，γ
１
ｉ）和 Ｓ２（ｕ，ｖ；λ２，γ

２
ｉ）满足

Ｐ１３，ｊ＝Ｐ
２
０，ｊ　（ｊ＝０，１，２，３）

γ１２＝γ
１
３＝γ

２
０＝γ

２
１

Ｐ１３，ｊ－Ｐ
１
２，ｊ

３＋λ２
＝ｆ
Ｐ２１，ｊ－Ｐ

２
０，ｊ

３＋λ１
　（ｊ＝０，１，２，３









 ）

（１４）

同时成立，则曲面片 Ｓ１和 Ｓ２在公共边界处达到 ｖ

向与 ｖ向 Ｇ１连续拼接。
３２　曲面片的 Ｇ２连续拼接

定理 ４：如果两相邻四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面
片 Ｓ１（ｕ，ｖ；λ１，γ

１
ｉ）和 Ｓ２（ｕ，ｖ；λ２，γ

２
ｉ）满足

Ｐ１ｉ，３＝Ｐ
２
ｉ，０　（ｉ＝０，１，２，３）

λ１＝λ２
Ｐ１ｉ，３－Ｐ

１
ｉ，２

３＋γ２ｉ
＝ｆ
Ｐ２ｉ，１－Ｐ

２
ｉ，０

３＋γ１ｉ
　（ｉ＝０，１，２，３）

（１＋γ１ｉ）（Ｐ
１
ｉ，３－Ｐ

１
ｉ，２）－（Ｐ

１
ｉ，２－Ｐ

１
ｉ，１）＝

　ｆ２［（１＋γ２ｉ）（Ｐ
２
ｉ，０－Ｐ

２
ｉ，１）－（Ｐ

２
ｉ，１－Ｐ

２
ｉ，２）］

　　（ｉ＝０，１，２，３

















）

（１５）
同时成立，则曲面片 Ｓ１和 Ｓ２在公共边界处达到 ｕ

向与 ｕ向 Ｇ２连续拼接。
证明：曲面 Ｓ１与 Ｓ２要达到 ｕ向与 ｕ向 Ｇ

２
连

续拼接，首先要求两曲面在公共边界处达到 Ｇ１连
续，即其控制顶点和形状参数要满足式（６）中的
条件。

其次，在满足 Ｇ１连续条件的基础上，还应沿公
共边界线在所有方向都具有公共的法曲率或一致杜
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潘标线
［１５－１６］

。所以，在公共边界处还应满足

２

ｖ２
Ｓ１（ｕ，１；λ１，γ

１
ｉ）＝ｆ

２ ２

ｖ２
Ｓ２（ｕ，０；λ２，γ

２
ｉ）＋

２ｆｇ（ｕ）
２

ｕｖ
Ｓ２（ｕ，０；λ２，γ

２
ｉ）＋

ｇ２（ｕ） 
２

ｕｕ
Ｓ２（ｕ，０；λ２，γ

２
ｉ）＋

ｃ
ｖ
Ｓ２（ｕ，０；λ２，γ

２
ｉ）＋ｄ（ｕ）


ｕ
Ｓ２（ｕ，０；λ２，γ

２
ｉ）

（１６）
式中，ｇ（ｕ）、ｄ（ｕ）均是 ｕ的线性函数，ｃ为任意常
数。而在实际应用中为了简化计算和便于操作，通

常取 ｇ（ｕ）＝ｄ（ｕ）＝ｃ＝０［１４－１５］，从而可将式（１６）进
一步简化为

　 
２

ｖ２
Ｓ１（ｕ，１；λ１，γ

１
ｉ）＝ｆ

２２

ｖ２
Ｓ２（ｕ，０；λ２，γ

２
ｉ） （１７）

最后，计算式（１７）中等号两边的二阶跨界切矢
量并代入式（１７）可得

６∑
３

ｉ＝０
ｂｉ，４（ｕ；λ１）［Ｐ

１
ｉ，１－（２＋γ

１
ｉ）Ｐ

１
ｉ，２＋（１＋γ

１
ｉ）Ｐ

１
ｉ，３］＝

６ｆ２∑
３

ｉ＝０
ｂｉ，４（ｕ；λ２）［Ｐ

２
ｉ，２－（２＋γ

２
ｉ）Ｐ

２
ｉ，１＋（１＋γ

２
ｉ）Ｐ

２
ｉ，０］

（１８）
并结合式（６）中的结论，将式（１８）进一步整理为

（１＋γ１ｉ）（Ｐ
１
ｉ，３－Ｐ

１
ｉ，２）－（Ｐ

１
ｉ，２－Ｐ

１
ｉ，１）＝

ｆ２［（１＋γ２ｉ）（Ｐ
２
ｉ，０－Ｐ

２
ｉ，１）－（Ｐ

２
ｉ，１－Ｐ

２
ｉ，２）］

（ｉ＝０，１，２，３） （１９）
综上所述，如果两曲面片 Ｓ１和 Ｓ２满足式（６）和

式（１９），则它们在公共边界处达到了 ｕ向与 ｕ向 Ｇ２

连续拼接，从而定理 ４得证。同理可得 ｕ向与 ｖ向
以及 ｖ向与 ｖ向 Ｇ２拼接的条件。

定理 ５：如果两相邻四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面
片 Ｓ１（ｕ，ｖ；λ１，γ

１
ｉ）和 Ｓ２（ｕ，ｖ；λ２，γ

２
ｉ）满足

Ｐ１ｉ，３＝Ｐ
２
０，ｊ　（ｉ＝ｊ＝０，１，２，３）

λ１＝γ
２
０＝γ

２
１＝γ

２
２

Ｐ１ｉ，３－Ｐ
１
ｉ，２

３＋λ２
＝ｆ
Ｐ２１，ｊ－Ｐ

２
０，ｊ

３＋γ１ｉ
　（ｉ＝ｊ＝０，１，２，３）

（１＋γ１ｉ）（Ｐ
１
ｉ，３－Ｐ

１
ｉ，２）－（Ｐ

１
ｉ，２－Ｐ

１
ｉ，１）＝

　ｆ２［（１＋λ２）（Ｐ
２
０，ｊ－Ｐ

２
１，ｊ）－（Ｐ

２
１，ｊ－Ｐ

２
２，ｊ）］

　　（ｉ＝ｊ＝０，１，２，３

















）

（２０）

同时成立，则曲面片 Ｓ１和 Ｓ２在公共边界处达到 ｕ

向与 ｖ向 Ｇ２连续拼接。
定理 ６：如果两相邻四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面

片 Ｓ１（ｕ，ｖ；λ１，γ
１
ｉ）和 Ｓ２（ｕ，ｖ；λ２，γ

２
ｉ）满足

Ｐ１３，ｊ＝Ｐ
２
０，ｊ　（ｊ＝０，１，２，３）

γ１１＝γ
１
２＝γ

１
３＝γ

２
０＝γ

２
１＝γ

２
２

Ｐ１３，ｊ－Ｐ
１
２，ｊ

３＋λ２
＝ｆ
Ｐ２１，ｊ－Ｐ

２
０，ｊ

３＋λ１
　（ｊ＝０，１，２，３）

（１＋λ１）（Ｐ
１
ｉ，３－Ｐ

１
ｉ，２）－（Ｐ

１
ｉ，２－Ｐ

１
ｉ，１）＝

　ｆ２［（１＋λ２）（Ｐ
２
０，ｊ－Ｐ

２
１，ｊ）－（Ｐ

２
１，ｊ－Ｐ

２
２，ｊ）］

　　（ｊ＝０，１，２，３

















）

（２１）
同时成立，则曲面片 Ｓ１和 Ｓ２在公共边界处达到 ｖ

向与 ｖ向 Ｇ２连续拼接。
３３　曲面拼接步骤与实例

利用四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面优良的形状可
调性及其光滑拼接的条件，可以方便设计各种造

型复杂的组合曲面。本节以四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ
曲面 ｕ向与 ｕ向 Ｇ２拼接为例，其他 ２个方向的拼
接可类似讨论。根据３２节中的结论，可得２张四
次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面 ｕ向与 ｕ向 Ｇ２连续拼接的
步骤为：

（１）自由给定初始曲面 Ｓ１（ｕ，ｖ；λ１，γ
１
ｉ）的形状

参数 λ１，γ
１
ｉ和控制网格顶点 Ｐ

１
ｉ，ｊ（ｉ、ｊ＝０，１，２，３）。

（２）令 Ｐ１ｉ，３＝Ｐ
２
ｉ，０（ｉ＝０，１，２，３）以及 λ１＝λ２，使

得 Ｓ１（ｕ，ｖ；λ１，γ
１
ｉ）和 Ｓ２（ｕ，ｖ；λ２，γ

２
ｉ）具有一条公共

的边界线。

（３）给定形状参数 γ２ｉ和常数 ｆ＞０，然后在步

骤（２）的基础上再由式（１２）计算出 Ｓ２（ｕ，ｖ；λ２，γ
２
ｉ）

的第２排控制网格顶点 Ｐ２ｉ，１（ｉ＝０，１，２，３）。
（４）在步骤（２）、（３）的基础上，根据式（１９）计

算出曲面 Ｓ２（ｕ，ｖ；λ２，γ
２
ｉ）的第 ３排控制网格顶点

Ｐ２ｉ，２（ｉ＝０，１，２，３）。

（５）自由给定曲面 Ｓ２（ｕ，ｖ；λ２，γ
２
ｉ）剩余的 １排

控制网格顶点 Ｐ２ｉ，３（ｉ＝０，１，２，３），即可实现两相邻

曲面间的 ｕ向与 ｕ向 Ｇ２光滑拼接。
显然，反复利用上述拼接步骤还可以实现多片

（２片以上）四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面间的 Ｇ２拼接。
可以类似给出曲面间 Ｇ１拼接的步骤，这里不再赘
述。图 ７给出了 ２张四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面间
Ｇ１光滑拼接的实例（采用不同颜色的曲面区分）。
从拼接结果可以看出，２张曲面片在公共的边界处
过渡自然、光滑，达到了很好的拼接效果。更重要

的是，本文方法可以通过调整形状参数修改拼接

后曲面的形状，同时不会影响到拼接曲面的光滑

程度。

图 ８给出了用 ４张相邻四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ
曲面片光滑拼接生成“桌布”曲面造型的实例。
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图 ７　四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面的 Ｇ１光滑拼接结果

Ｆｉｇ．７　Ｇ１ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｗｏａｄｊａｃｅｎｔ

ｑｕａｒｔｉｃｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＢéｚｉｅｒｓｕｒｆａｃｅｓ
（ａ）拼接前的２张曲面片　（ｂ）拼接后的光滑组合曲面

（ｃ）修改参数后的光滑组合曲面
　

图 ９给出了一个设计 “帐篷”曲面造型的实例，

图 ９中整个“帐篷”曲面是由 ６张四次带参广义
Ｂéｚｉｅｒ曲面片相互光滑拼接而成的。从图 ８、９中
可以看出，多张（２张以上）四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲
面片在公共边界处的拼接效果也非常自然、光滑，

且拼接后的组合曲面具有较多的自由度和较强的

形状可调性。

４　结束语

构造了一种带多形状参数的四次广义 Ｂéｚｉｅｒ曲
面，分析了该曲面的基本性质并讨论了该曲面的特

殊退化曲面的构造。这种曲面不仅保留传统 Ｂéｚｉｅｒ
曲面类似的性质，而且具有更加优良的形状可调性

和逼近性。为了解决四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面造型
中复杂曲面的设计问题，进一步研究了该曲面的

　　

图 ８　４张四次带参广义 Ｂéｚｉｅｒ曲面片的光滑拼接

Ｆｉｇ．８　Ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｍｏｎｇｆｏｕｒａｄｊａｃｅｎｔ

ｑｕａｒｔｉｃｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＢéｚｉｅｒｓｕｒｆａｃｅｓ
（ａ）拼接前的４张曲面片　（ｂ）拼接后的光滑组合曲面

（ｃ）修改参数后的光滑组合曲面
　

图 ９　“帐篷”曲面造型实例

Ｆｉｇ．９　Ｄｅｓｉｇｎｅｄｓｕｒｆａｃｅｇｒａｐｈｏｆｔｅｎｔ
（ａ）拼接生成的“帐篷”曲面　（ｂ）修改参数后的“帐篷”曲面
　
Ｇ１、Ｇ２连续拼接的条件。造型实例表明本文方法有
效、易实现，可以用来设计多种不同的复杂曲面。
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