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摘要：建立了某型工程车辆油气悬架的运动微分方程，基于油气悬架的多相介质力学特点，引入了分数阶微积分理

论，建立其分数阶 Ｂａｇｌｅｙ Ｔｏｒｖｉｋ方程。通过 Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ算法设计低通滤波器进行数值运算，求得非线性分数阶微分

方程数值解，探讨分数阶模型下悬架的振动特性。通过搭建等比例试验台和建立仿真模型，将分数阶、整数阶仿真

和试验数据进行对比。结果表明当分数阶次取 ０９时能更好地反映油气悬架运动特性，系统的分数阶模型与实测

数据能够更好地吻合，验证了分数阶模型在油气悬架系统模型上的有效性。
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　　引言

油气悬架具有良好的非线性弹性特性和阻尼特

性，在矿用自卸车上广泛使用，其特性对车辆行驶平

顺性和操纵稳定性有重要影响。国内外学者针对油

气悬架建模及特性做了大量研究，Ｍｉｃｈｅｌｅ和 Ｇａｏ等
对重型车辆主动油气悬架进行了建模及仿真，孙涛

等建立了油气悬架长通孔紊流阻尼模型，对其刚度

阻尼特性进行仿真分析，王汉平等基于传热学理论

进行了建模研究
［１－４］

。上述研究建立的油气悬架数

学模型考虑了气体及密封件的非线性特性。在考虑

油液可压缩特性时，多认为油液含气以后体积弹性

模量发生变化，因此做了多项假设
［５～９］

，如气体质量

保持不变、无泄漏、无形变等。而黄夏旭等
［１０］
研究

又表明气体溶解效应和油液可压缩性在油气悬架设

计研究过程中不可忽略。

实际悬架系统的工作要复杂得多，不仅与其本

身参数有关，同时受到其零部件的相对运动位移、零

件磨损情况、油液粘度及油液在油气悬架内流动及

可压缩特性的影响。可见以上诸多研究中假设过

多，总是侧重于某几项参数变化及对悬架系统的影

响，或是通过增加计算项来保证计算精度，难以总体

上实现准确快速描述。

传统整数阶导数模型需要通过引入多个导数项

和材料参数，本文提出根据油气悬架多相介质的力

学特点，引入分数阶微积分理论对阻尼损耗项建模，

分析油气悬架的等效粘弹性，建立某型工程车辆油

气悬架的振动模型，利用分数阶方程进行数值求解，

探讨在该模型下悬架的振动特性。

１　油气悬架结构与工作原理

单气室油气悬架主要由缸筒以及活塞杆和活塞

组件组成，气室（蓄能器）放置在活塞杆内腔中，整

个悬架缸内形成工作腔和环形腔，活塞杆壁上设有

阻尼孔和单向阀。图１是根据上述原理简化后得到

图 １　单气室油气悬架原理图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｓｉｎｇｌｅｃｈａｍｂｅｒ

ｈｙｄｒｏｐｎｅｕｍａｔｉｃｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ
１．工作腔　２．环形腔　３．阻尼孔　４．单向阀

　
的油气悬架物理模型。当活塞杆向上运动，处在压

缩行程时，工作腔氮气体积减小，压力升高，单向阀

和阻尼孔会同时连通工作腔与环形腔，产生的油液

阻尼力比较小，主要由蓄能器内的气体产生弹性作

用来抑制活塞杆的向上运动。活塞杆向下运动，处



于伸张行程时，此时单向阀关闭，产生的阻尼力较

大，有较强衰减振动的作用。一般车辆油气悬架安

装方式如图２所示，油气弹簧悬架与轮胎组合起到
衰减振动、缓冲冲击的作用。

图 ２　悬架实车测试图

Ｆｉｇ．２　Ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｔｅｓｔｏｆｒｅａｌｖｅｈｉｃｌｅ
　
经过如上分析及在试验中发现，气体在油液中

的溶解率随温度和压力而变化，油液粘度及油液在

油气悬架缸内流动等都影响到了油气悬架特性。油

气悬架阻尼特性等同于纯粘性体的计算精度有待提

高。而油气悬架特性不仅和外力大小有关，还和温

度的改变、力的作用时间及加载历史都有关系，这些

十分符合粘弹性物质的特点。

粘弹性材料的力学性质介于理想弹性体和牛顿

流体之间，既表现出弹性，同时又具有粘性特性，其

应力—应变响应依赖于时间和应变率，又与荷载和

变形历史有关，即应力—应变变化具有记忆性。而

分数阶粘弹性微积分模型仅用较少的参数便能准确

地描述大量复杂粘弹性材料广泛频率范围内的动力

学特性
［１１］
，能较准确地描述粘弹性材料的动力学特

性。

本文基于以上思想将油气悬架系统整体等效为

粘弹性系统进行研究，引入分数阶模型描述阻尼损

耗项对基本油气悬架系统进行分析。

２　油气悬架分数阶模型的建立

２１　分数阶导数的定义
分数阶微积分的定义至今出现了很多种，采纳

较多的是 Ｒｉｅｍａｎｎ Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ（Ｒ Ｌ）分数阶微积分，
其定义为

［１２］

ａＤ
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ｔｆ（ｔ）＝
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ｄｎ

ｄｘｎ∫
ｔ

ａ
（ｔ－ζ）ｎ－ｑ－１ｆ（ζ）ｄζ

（ｎ－１≤ｑ＜ｎ） （１）
式中　Ｄ———微分算子，右上角 ｑ表示阶次，左下角 ａ

表示积分下限，右下角ｔ表示积分上限
Γ（ｎ－ｑ）———伽马函数　　ｎ———任意整数
ｑ———分数阶阶次　　ζ———积分变量

另外，在工程中应用较多的是 Ｃａｐｕｔｏ定义，其
定义为

Ｃ
ａＤ

ｑ
ｔｆ（ｔ）＝

１
Γ（ｎ－ｑ）∫

ｔ

ａ
（ｔ－ζ）ｎ－ｑ－１ｆ（ｎ）（ζ）ｄζ

　（ｎ－１≤ｑ＜ｎ） （２）
（Ｒ Ｌ）分数阶微积分定义与 Ｃａｐｕｔｏ分数阶微

积分定义都是时域内对函数 ｆ（ｘ）的定义。（Ｒ Ｌ）
分数导数的 Ｌａｐｌａｃｅ变换涉及到分数阶积分的初始
值与（Ｒ Ｌ）分数微积分的初始值，虽可求出含（Ｒ
Ｌ）分数导数的解，但都很难给这些解赋予合理的物
理意义。而 Ｃａｐｕｔｏ分数阶微积分定义的最大优点
是其初始值与整数阶微积分一样，有明确的物理意

义
［１３］
。

２２　油气悬架的分数阶模型
由于影响悬架输出特性的因素繁多，在建立数

学模型和对油气悬架特性进行模拟分析前，需根据

具体情况做出相应假设。本文主要研究油气悬架阻

尼力等效分数阶粘弹性的表现，借助筒式液力减振

器的研究经验
［１４］
，在进行油气悬架的特性研究时，

对工作参数做了适当的简化和忽略，做出如下假设：

活塞、活塞杆与缸筒之间不产生泄漏；不计压力变化

而引起系统刚性构件的弹性变形；不计工作油液的

重力势能的影响；被研究封闭区域内同一瞬时压力

处处相等。

油气弹簧主要由缸筒以及活塞杆和活塞组件组

成，活塞杆壁上设有单向阀和阻尼孔，整个悬架缸内

有工作腔和环形腔。油气悬架在受到外部激励时，

活塞杆及活塞组件和缸筒之间要产生相对运动。从

输出力出发来整体分析其振动特点。在外部激励

下，活塞杆及活塞组件和缸筒之间要产生相对运动，

其输出作用力主要由气体弹性力、油液阻尼力及活

塞和缸筒之间的摩擦力组成。输出力公式为

Ｆ＝Ｆｋ＋Ｆｃ＋Ｆｆ （３）
式中　Ｆ———油气悬架输出力

Ｆｋ———气体弹性力　　Ｆｃ———油液阻尼力
Ｆｆ———活塞和缸筒之间的摩擦力

对于弹性力、阻尼力及摩擦力的计算取基本整

数阶常用计算方法
［１４］
，其中弹性力为

Ｆｋ＝ｐＡ３＝
ＭｇＶγ０

（Ｖ０－Ａ３ｘ）
γ （４）

式中　ｐ———工作腔气体压力
γ———气体多变指数，快速加载时热力学过

程可视为绝热过程，取１４
Ａ３———活塞杆面积　　Ｍ———流体密度
Ｖ０———静平衡位置气体体积
ｘ———活塞和缸筒相对位移
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对于油气悬架阻尼力可以选取薄壁孔口类型的

阻尼流量计算方法
［１５］
，即

Ｆｃ＝
（Ａ１－Ａ３）

３ｘ·２ｒｓｉｇｎ（ｘ·）
２｛ｎ［ＣｚＡｚ＋ＣｄＡｄ（０５＋０５ｓｉｇｎ（ｘ

·
））］｝

２ （５）

式中　Ｃｚ、Ａｚ———阻尼孔的流量系数、过流面积
Ｃｄ、Ａｄ———单向阀的流量系数、过流面积
ρ———油液密度
ｓｉｇｎ（ｘ·）———符号函数，根据输入信号的速度

方向取正负值，压缩行程为 １，
伸张行程 －１。为了便于计算和
说明，先只考虑压缩

对于油气悬架摩擦力计算，可以借助液压缸及

活塞杆的密封件摩擦阻力的算法来计算

Ｆｆ＝２μπΔｐ（ＤｂＤｋＤ＋ｄｂｄｋｄ） （６）
式中　μ———密封圈摩擦因数

Δｐ———液压缸密封圈两侧压力差
Ｄ———液压缸缸筒内径
ｄ———活塞杆外径
ｂＤ、ｂｄ———活塞、活塞杆密封圈宽度
ｋＤ、ｋｄ———密封圈摩擦修正系数

悬架模型如图１所示，根据方程（４）～（６）可得
到悬架输出力整数阶方程，同时进行无量纲化处理，

令 ａ１＝（Ａ１ －Ａ３）
３ｒ／［２ｎ２（ＣｚＡｚ＋ＣｄＡｄ）

２
］，ａ２ ＝

ＭｇＶγ０，ａ３＝Ｖ０，ａ４＝Ａ３，即

Ｆ＝ａ１ｘ
·２＋

ａ２
（ａ３－ａ４ｘ）

１４＋Ｆｆ （７）

根据图１又有基本几何关系
ｘ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－ｚ（ｔ） （８）
ｘ··（ｔ）＝ｙ··（ｔ）－ｚ··（ｔ） （９）

式中　ｚ（ｔ）———悬架上端输出位移
ｙ（ｔ）———悬架下方输入激励位移

本文中在油气悬架的下方施加一个正弦位移激

励 ｙ（ｔ）＝Ａｓｉｎ（ωｔ）作为输入，即 Ａ为激励振幅，ω
为激励频率。

根据已知整数阶方程，联立式（３）～（９），对于
耗散阻尼项引入分数阶参数，同时考虑其自身重力，

建立等效分数阶 Ｂａｇｌｅｙ Ｔｏｒｖｉｋ阻尼振动方程
组

［１６］
，整理后得到油气悬架输出力非线性分数阶方

程

ｍｘ··＝ａ１（Ｄ
ｑｘ）２＋

ａ２
（ａ３－ａ４ｘ）

１４＋

Ｆｆ＋ｍｇ－ｍω
２Ａｓｉｎ（ωｔ） （１０）

方程（１０）是一个分数阶的非线性常微分方程。
其弹性力项中变量 ｘ位于分母上，是非线性项，阻
尼力项是平方，这导致悬架的振动输出力是非线性

的。大部分分数阶微分方程是不可能求出其解析

解，此类分数阶微分方程的解析解也只能由比较特

殊的函数来表示，一般求取此类方程的数值解。

对未知信号，基于 Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ算法［１７］
设计连续

滤波器对信号实现分数阶微积分是求解其数值解的

常用方法。Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ算法就是在频率段内，用泰勒
展开并取一阶近似得到传递函数。同时，考虑到该

滤波器分子和分母阶次一致，可能导致在仿真过程

中出现代数环，在后面再接一个低通滤波器。这样

可以编写滤波器零极点及增益函数，在 Ｓｉｍｕｌｉｎｋ中
建立起如图３所示的分数阶微分器模块。进而可以
搭建整个微分方程，求得其数值解。

图 ３　分数阶微分滤波器

Ｆｉｇ．３　Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｆｉｌｔｅｒ
　

３　悬架分数阶特性的数值求解和试验

自行设计的等比例试验台如图 ４所示，参照
１／４车的振动模型模拟车辆实际运行过程中油气悬
架工作状态，安装有位移、加速度、拉压力等多项传

感器，旨在测试油气悬架受到外部激励和载荷时的

输出特性。

图 ４　油气悬架试验台

Ｆｉｇ．４　Ｔｅｓｔｓｔａｎｄｏｆｈｙｄｒｏｐｎｅｕｍａｔｉｃｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ
　
整个台架动力由下端变频调速三相异步电动机

发出，经过减速器后作用到与支架接触的偏心轮上。

偏心轮与传动梁保持接触，传动梁通过关节轴承与

悬架缸活塞杆铰接，铰接点位于传动梁中间部位。

偏心轮随电动机匀速旋转时，会驱动传动梁上下摆

动，摆动传递至悬架缸活塞杆与传动梁铰接处即为

竖直方向的正弦激励。本设计优点是：通过传动梁

可以有效减小电动机的负载；激励的频率可通过调

节电动机频率来随时改变；激励的幅值可通过调节

偏心轮的偏心距来改变；悬架簧上载荷可改变质量

块数量来调整其大小。
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为验证分数阶理论的准确性与整数阶对比，完

整描述试验过程及结果，本文根据试验台结构设计

建立整个台架三维模型如图 ５所示，将模型导入
ＡＤＡＭＳ／Ｖｉｅｗ中，通过设置各零部件的材料属性，添
加零部件约束及力关系，与 ＬＭＳａｍｅｓｉｍ液压软件联
立得到试验台多刚体整数阶仿真模型及结果，与所

建立分数阶模型进行对比。

图 ５　试验台架软件仿真图

Ｆｉｇ．５　Ｓｏｆｔｗａｒｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｔｅｓｔｓｔａｎｄ
１．支座　２．横梁　３．质量块　４．缸筒　５．活塞杆　６．传动梁　

７．凸轮
　

试验用悬挂缸基本参数：缸筒内直径 １５５ｍｍ，
活塞杆外径１０５ｍｍ，阻尼孔直径 ６ｍｍ，单向阀当量
直径５６ｍｍ，行程 ２６０ｍｍ。研究主要对比相同工
况下悬挂缸的输出特性，即簧上载荷的振动加速度、

悬挂缸输出力的幅值和频率、悬挂缸的动行程等。

本文针对偏心轮偏心距为 １０ｍｍ，转动频率为
１Ｈｚ时正弦激励情况分析，这也是工程车辆常见频
率。本文选用试错法，分别取 ０８、０９、１１、１２等
多个不同分数阶次于振动稳态后进行对比分析。结

果发现 ０９阶最接近实测结果，波形和频率最为一
致，幅值误差范围很小，下面以 ０９阶分数阶结果、
整数阶次仿真结果、实测数据对比进行分析。

图 ６所示为悬挂缸缸筒相对位移对比，在振幅
结果中 ０９阶次更加贴近于实际情况，整数阶振幅
比试验数据振幅要更大，最大振幅要超过实际值

２ｍｍ。原理上，对于运动与阻尼项阶数的关系，随
着阶次 ｑ的增大振动越来越激烈，振动位移的幅度
越大，前面已经发生的运动状态对下一时刻影响力

在减弱。反之越小于１，则增加了这种相互关系，使
得阻尼力变大，振幅减小。实测数据是悬架稳定振

动后测得，相位与仿真数据有差异，但明显分数阶建

模在幅值方面更为精确，尤其是在位移下止点位置。

图７为悬挂缸缸筒加速度曲线，与图 ６相似频
率和幅值都很接近，明显仿真结果的曲线比试验结

果平滑，这是因为在仿真模型里把试验台构建当作

刚体处理，没有考虑传动梁等构件自身的高频振动，

总体差别对结果影响不大。

图 ８为悬挂缸输出力曲线，当模型达到动平衡

图 ６　缸筒相对位移

Ｆｉｇ．６　Ｄａｔａｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｃｕｒｖｅｓｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｄｉａｇｒａｍ
　

图 ７　缸筒加速度

Ｆｉｇ．７　Ａｃｃｅｌｅｒａｔｅｄｓｐｅｅｄｏｆｃｙｌｉｎｄｅｒｓｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ
　
后油气悬挂的输出力呈周期性变化，幅值变化频率

与试验结果相近。油气悬架本身的高度耦合多复杂

工况使得有粘弹性特性出现且趋向稳态。在压缩行

程分数阶模型优势并不明显，而在伸张行程分数阶

结果远比整数阶要贴近实测数据，这是因为在压缩

行程弹性力起主要作用，而在伸张行程主要是阻尼

力在起作用，分数阶模型的引入是针对阻尼力进行

了调整，其优势在伸张行程体现明显，阻尼力的调整

同样使得输出力比整数阶有延迟，其输出力最大值

出现时间要晚。

图 ８　悬挂缸输出力曲线

Ｆｉｇ．８　Ｏｕｔｐｕｔｆｏｒｃｅｏｆｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｃｙｌｉｎｄｅｒｓｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ
　
图 ９为缸筒位移 输出力曲线，图 １０为缸筒速

度 输出力曲线，对比发现，受阻尼力影响，活塞压

缩和伸张行程是一个不重合过程。尤其在伸张行

程，在阻尼的作用下使得其伸张行程要更小，分数

阶的引入正是强调了这一点，分数阶模型结果在

伸张后半程和压缩前半程的优势更为明显，最大

值、最小值的时间与实测结果更为相近，改变趋势

更为吻合。
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图 ９　缸筒位移 输出力

Ｆｉｇ．９　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｕｔｐｕｔｆｏｒｃｅｏｆｃｙｌｉｎｄｅｒｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ
　

４　结论

（１）根据油气悬架工作原理，突出油气悬架的
多相介质特点，采用等效粘弹性阻尼的分析方法，引

入分数阶导数进行描述，建立了油气悬架的 Ｂａｇｌｅｙ
Ｔｏｒｖｉｋ方程。

（２）根据分数阶模型定义，利用 Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ算法
对分数阶非线性微分方程进行数值求解，从本构方

　　

图 １０　缸筒速度 输出力曲线

Ｆｉｇ．１０　Ｓｐｅｅｄｏｕｔｐｕｔｆｏｒｃｅｏｆｃｙｌｉｎｄｅｒｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ
　
程描述其力学性能，得到油气悬架分数阶输出力、位

移、速度等多项数值结果。

（３）将分数阶、整数阶仿真与试验结果进行对
比，验证了分数阶模型的正确性。结果表明取分数

阶次 ０９时与试验结果最为相近，该简洁模型能较
精确地描述油气悬架的特性，这对改进设计与精确

控制有重要意义。
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