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摘要：根据结构函数给出了分形维数、分形粗糙度的严密解析解，修正结合部静摩擦因数相关公式。编写求解域扩

展因子的通用 Ｍａｔｌａｂ程序，详细推导自相关函数、功率谱密度函数和结构函数的精确解析解。以 ＹＫ３１３２０型普通

滚齿机上的结合部为研究对象，以液体静压导轨的实验结果为基准，对结合部静摩擦因数的理论解进行定量验证。

验证结果表明：理论静摩擦因数与实验的绝对误差在 －００４５０２～０００９６６之间，理论静摩擦因数与实验的相对误

差在 －３０７８％ ～９７６２％之间。
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　　引言

一般来说复杂机械除了结构本体之外，还包含

各种各样的结合部。这些结合部的存在有些是为了

实现功能之需要，有些是为了制造、运输、装配之方

便，还有些则是为了调整、模块化、柔性的需要。机

床作为加工母机，是典型的复杂机械结构，并具有各

种典型的结合部形式，这些结合部的存在对机械结

构整体特性有很大影响。在机械结构中，研究与预

测结合部摩擦学特性（特别是结合部的静摩擦因

数）是非常重要的，各国学者对此进行了大量的研

究
［１～１１］

。

鉴于上述研究现状，兰国生等
［１２］
基于各向异性

分形几何接触理论架构结合部静摩擦因数的改进模



型，但仍存在３个缺陷：①结合部静摩擦因数相关公
式有７处不合理。②虽给出域扩展因子与自变量 Ｄ
之间的超越方程，但未给出求解该方程的具体方法。

③没有给出通过实验识别结合部的２个重要表征参
数（分形维数、分形粗糙度）的方法。

本文修正文献［１２］的 ３个缺陷，编写求解域扩
展因子的通用 Ｍａｔｌａｂ程序，给出识别结合部的 ２个
重要表征参数的方法，对文献［１２］中的结合部静摩
擦因数的理论解进行有效性验证。

１　结合部静摩擦因数相关公式的修正

文献［１２］中的结合部静摩擦因数相关公式有
７处不合理，分别叙述如下。

文献［１２］图１中字样“变形微凸体”左下侧的 ｒ
应为 ｒ′。其中 ｒ为微凸体实际接触面积的半径，ｒ′为
微凸体截断面积的半径。

文献［１２］中的式（８）应为

Ａｒ＝
１
２∫

ａ′ｃ

ａ′ｓ

ｎ（ａ′）ａ′ｄａ′＋１
２∫

ａ′ｌ

ａ′ｃ

ｎ（ａ′）ａ′ｄａ′ （１）

式中　Ａｒ———实际接触面积
ａ′ｓ———最小微接触截面积
ａ′ｃ———临界截断面积
ｎ（ａ′）———微接触截面积分布函数
ａ′———微凸体截断面积
ａ′ｌ———最大微接触截面积

根据式（１）得

Ａｒ＝
Ｄψ１－０５Ｄ

２（２－Ｄ）
ａ′ｌ
０５Ｄ
（ａ′ｌ

１－０５Ｄ－ａ′ｓ
１－０５Ｄ

） （２）

式中　Ｄ———结合部轮廓分形维数
ψ———域扩展因子

功率谱表明即使在纳米尺度下表面也会分形，

假设 ａ′ｓ→０是合理的
［７］
，式（２）与文献［１２］中的

式（１９）注释 ａ′ｌ＝２ａｌ＝
２（２－Ｄ）
Ｄ ψ－

２－Ｄ
２ Ａｒ一致，现重

写为

ａ′ｌ＝
２（２－Ｄ）
Ｄ ψ－

２－Ｄ
２ Ａｒ （３）

文献［１２］中的式（１３）应为

Ｐｅ＝
２
９－２Ｄ
２

３π
３－Ｄ
２

（ｌｎγ）
１
２ＧＤ－１Ｅ∫

ａ′ｌ

ａ′ｃ

ｎ（ａ′）ａ′
３－Ｄ
２ ｄａ′＝

２
９－２Ｄ
２ ＤＧＤ－１Ｅ（ｌｎγ）

１
２ψ

２－Ｄ
２

３π
３－Ｄ
２ （３－２Ｄ）

ａ′ｌ
Ｄ
２（ａ′ｌ

３－２Ｄ
２ －ａ′ｃ

３－２Ｄ
２ ）＝

２
１２－３Ｄ
２ ＤＧＤ－１Ｅ（ｌｎγ）

１
２ψ

２－Ｄ
２

３π
３－Ｄ
２ （３－２Ｄ）

ａ
Ｄ
２
ｌ（ａ

３－２Ｄ
２

ｌ －ａ
３－２Ｄ
２

ｃ ） （４）

式中　Ｐｅ———法向弹性力

γ———大于１的常数，对于服从正态分布的随
机表面，γ＝１５较符合高频谱密度和
相位随机情况

Ｇ———分形粗糙度
Ｅ———两接触材料的复合弹性模量
ａｌ———最大微接触面积
ａｃ———临界面积

文献［１２］中的式（１６）应为

Ｐ＝２
９－２Ｄ
２ ＤＧＤ－１Ｅ（ｌｎγ）

１
２ψ

２－Ｄ
２

３π
３－Ｄ
２ （３－２Ｄ）

ａ′ｌ
Ｄ
２·

（ａ′ｌ
３－２Ｄ
２ －ａ′ｃ

３－２Ｄ
２ ）＋ＫＹＤψ

２－Ｄ
２

２－Ｄ
ａ′ｌ
Ｄ
２ａ′ｃ

２－Ｄ
２ ＝

２
１２－３Ｄ
２ ＤＧＤ－１Ｅ（ｌｎγ）

１
２ψ

２－Ｄ
２

３π
３－Ｄ
２ （３－２Ｄ）

ａ
Ｄ
２
ｌ·

（ａ
３－２Ｄ
２

ｌ －ａ
３－２Ｄ
２
ｃ ）＋２ＫＹＤψ

２－Ｄ
２

２－Ｄ
ａ
Ｄ
２
ｌａ

２－Ｄ
２
ｃ （５）

式中　Ｐ———结合部法向总载荷
Ｋ———较软材料的硬度 Ｈ与其屈服强度 Ｙ的

比值，Ｋ通常取为２８
文献［１２］中的无量纲常数应为［１３］

ｂ＝９π
２

４
（６）

因为施加在一个微凸体上的弹性力函数
［１２］
为

Ｐｅ（ａ′）＝
２４５－Ｄ ｌｎ槡 γ
３π１５－０５Ｄ

ＥＧＤ－１ａ′１５－０５Ｄ （７）

施加在一个完全塑性微凸体上的力函数
［１２］
为

Ｐｐ（ａ′）＝ＫＹａ′ （８）
两表面接近时，假设施加在一个微凸体上的法

向力函数连续变化，可令 Ｐｅ（ａ′ｃ）＝Ｐｐ（ａ′ｃ）得

２９－２ＤＥ２Ｇ２Ｄ－２ｌｎγ＝９π３－ＤＫ２Ｙ２ａ′ｃ
Ｄ－１

（９）

临界截断面积
［１２］
为

ａ′ｃ [＝ ２７－２ＤπＤ－１ｂ－１Ｇ２Ｄ (－２ Ｅ )ＫＹ

２

ｌｎ ]γ
１
Ｄ－１

（１０）

将式（１０）代入式（９）可得式（６）。
但文献［１２］引用文献［１４］的以下结果：ｂ

(
＝

πｑ)２
２

、ｑ＝０４５４＋０４１ν１。因为文献［１４］根据传

统结合部的 ＣＥＢ统计模型［１５］
参数：硬度系数 ｑ＝

０４５４＋０４１ν１，临界变形量 δｃ (＝ πｑＫＹ
２Ｅ )

２

Ｒ，且认

为此临界变形量等于经典 ＧＷ 模型［３］
的临界变形

量 δｃ＝ｂＲ
Ｋ２Ｙ２

Ｅ２
，故文献［１４］推导以下结论：ｂ

(
＝

πｑ)２
２

、ｑ＝０４５４＋０４１ν１。ＣＥＢ统计模型、经典

ＧＷ模型都是传统方法，而文献［１４］完全将传统理
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论引入到现代分形理论中，不合理。本文假定法向

力函数的连续性，给出导出式（６）的过程。
文献［１２］图 ４中 ３条曲线沿逆时针方向分别

对应 φ＝０１０，φ＝１０，φ＝００１应改为 ３条曲线沿
逆时针方向分别对应 φ＝００１，φ＝０１０，φ＝１０。

文献［１２］中的式（２５）应为

ｆ＝Ｑ


Ｐ
＝

８ψ
２－Ｄ
２ φ

π（６－３ν [） ψ
Ｄ－２
２ Ａｒ －（ψ

Ｄ－２
２ Ａｒ）

Ｄ(２ Ｄ
２－Ｄ

ａ )ｃ
２－Ｄ

]２
＋２
１８－３Ｄ
２ （２ν－１）ＤＧ（Ｄ－１）（ｌｎγ）

１
２ψ１－Ｄ＋０２５Ｄ

２

９π
５－Ｄ
２ （２－ν）（３－２Ｄ

(
）

２－Ｄ
Ｄ
Ａ )ｒ

Ｄ

[ (２ ２－Ｄ
Ｄ ψ

Ｄ－２
２ Ａ )ｒ

３－２Ｄ
２
－ａ

３－２Ｄ
２ ]ｃ

Ｇ（Ｄ－１）（ｌｎγ）
１
２

３π
３－Ｄ
２

ｇ２（Ｄ） (ψ
２－Ｄ)２

２

Ａ
Ｄ
２[ｒ ψ

－２Ｄ２＋７Ｄ－６(４
２－Ｄ)Ｄ

３－２Ｄ
２

Ａ
３－２Ｄ
２

ｒ －ａ
３－２Ｄ
２ ]ｃ ＋２Ｋφｇ３（Ｄ） (ψ

２－Ｄ)２
２

Ａ
Ｄ
２

ｒ ａ
２－Ｄ
２

ｃ

（Ｄ≠１５）

８ψ
１
４φ

３π（２－ν [）
Ａｒ
ψ
１
４

(－ Ａｒ
ψ

)１
４

３
４

（３ａｃ） ]１４ ＋２
１９
４（２ν－１）Ｇ

１
２（ｌｎγ）

１
２ψ
１
１６

３
７
４π
７
４（２－ν）

Ａ
３
４

ｒ (ｌｎ Ａｒ
３ψ
１
４ａ

)
ｃ

２
７
４π－

３
４Ｇ

１
２（ｌｎγ）

１
２ψ
１(１６ Ａｒ )３

３
４ (ｌｎ Ａｒ

３ψ
１
４ａ

)
ｃ

＋６Ｋφψ
１(１６ Ａｒ )３

３
４

ａ
１
４

ｃ

（Ｄ＝１５



















）

（１１）

２　Ｍａｔｌａｂ求解域扩展因子超越方程

域扩展因子 ψ与自变量 Ｄ之间的非线性超越
方程

［１２］
为

ψ１－０５Ｄ－（１＋ψ－０５Ｄ）
Ｄ－２
Ｄ －２－Ｄ

Ｄ
＝０

（１７１８３＝ｅ－１≤ψ (≤ 槡１＋５)２

２

＝２６１８） （１２）

方程（１２）只有以下２种极限条件下的精确解

ψ (＝ 槡１＋５)２

２

　（Ｄ＝１） （１３）

ψ＝ｅ－１　（Ｄ＝２） （１４）
文献［１２，１６］均只提到通过二分法可求解方

程（１２），但二分法要求得方程（１２）实根的精确值，
往往比较困难，且二分法寻求的是方程近似解

［１７］
。

文献［１６］虽直接给出 Ｄ从 １到 ２、步长 ００１时，对
应的１０１个 ψ，但高档数控机床结合部的高精度建
模对 Ｄ的小数点后几位数提出更高的要求，因而文
献［１６］提供的 １０１个离散数据不能满足工程实用
需要，需一种求解方程（１２）的通用有效方法。为得
到１＜Ｄ＜２更大开区间对应的 ψ，文献［１８］利用
ＭａｔｌａｂＲ２００９ｂ开发一行代码，可求解方程（１２），但
该行代码只能获得１≤Ｄ≤１２７对应的 ψ，不能求解
１２８≤Ｄ≤２对应的 ψ。

为彻底求解方程（１２），获得１≤Ｄ≤２整个闭区
间对应的 ψ，现给出 ＭａｔｌａｂＲ２００９ｂ的函数文件。例
如在 ＭａｔｌａｂＲ２００９ｂ的 Ｍ 文 件 编 辑 器 （ＭＦｉｌｅ
Ｅｄｉｔｏｒ）中 编 写 以 下 内 容 （在 ＦｉｌｅＰｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ
ＣｏｍｍａｎｄＷｉｎｄｏｗＰｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓＮｕｍｅｒｉｃｆｏｒｍａｔ中选择
ｌｏｎｇ，在 Ｎｕｍｅｒｉｃｄｉｓｐｌａｙ中选择 ｌｏｏｓｅ）

％函数文件带扩展名 ｔｈｌｍ

ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｑｊｙ（ｐｓｉ）％ 输出形参 ｙ，函数名 ｑｊｙ，
输入形参 ｐｓｉ

Ｄ＝１２８；％ 任意给定半开区间［１，２）的分形
维数

ｙ＝ｐｓｉ^（１－０５Ｄ）－（１＋ｐｓｉ^（－０５Ｄ））^
（（Ｄ－２）／Ｄ）－（２－Ｄ）／Ｄ；

％调用函数文件带扩展名 ｔｈｌｍ的命令文件
ｔｑｋｒｍ

ｐｓｉ＝ｆｚｅｒｏ（‘ｔｈｌ’，２）％ ‘’内的指令名必须与

函数文件不带扩展名 ｔｈｌ相同，选择 ｐｓｉ＝２附近求
根

运行命令文件 ｔｑｋｒｍ，可求得当 Ｄ＝１２８时，
对应的 ψ＝２２０５５８８２３００１８５５２，此值与文献［１６］
提供的２２０５６一致。当然也可获取当 Ｄ＝１９９９７
时，对应的 ψ＝１７１８４０４５２１３３２６３８，文献［１６］未
给出此种情形。

３　识别２个分形参数的结构函数法

本文识别２个分形参数的结构函数法不同于文
献［１８］的功率谱密度函数法。

Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ函数［７］
为

ｚ（ｘ）＝ＧＤ－１∑
＋∞

ｎ＝ｎ１

ｃｏｓ（２πγｎｘ）
γ（２－Ｄ）ｎ

（１５）

Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ函数的自相关函数［１９］
为

Ｒ（τ）＝ｌｉｍ
Ｌ→ ＋∞

１
Ｌ∫

Ｌ

０
ｚ（ｘ）ｚ（ｘ＋τ）ｄｘ （１６）

将式（１５）代入式（１６）得

Ｒ（τ）＝Ｇ２Ｄ－２ ｌｉｍ
Ｌ→ ＋∞

１
Ｌ
·

∫
Ｌ

０
∑
＋∞

ｎ＝ｎ１

ｃｏｓ（２πγｎｘ）
γ（２－Ｄ）ｎ ∑

＋∞

ｍ＝ｎ１

ｃｏｓ（２πγｍ（ｘ＋τ））
γ（２－Ｄ）ｍ

ｄｘ＝
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１
２
Ｇ２Ｄ－２∑

＋∞

ｍ＝ｎ１
∑
＋∞

ｎ＝ｎ１

１
γ（２－Ｄ）（ｍ＋ｎ）

ｌｉｍ
Ｌ→ ＋∞

[
·

ｓｉｎ（π（γｍ＋γｎ）Ｌ）
π（γｍ＋γｎ）Ｌ

ｃｏｓ（π（γｍ＋γｎ）Ｌ＋２πγｍτ）＋

ｓｉｎ（π（γｍ－γｎ）Ｌ）
π（γｍ－γｎ）Ｌ

ｃｏｓ（π（γｍ－γｎ）Ｌ＋２πγｍτ ]） ＝

１
２
Ｇ２Ｄ－２∑

＋∞

ｍ＝ｎ１
∑
＋∞

ｎ＝ｎ１

１
γ（２－Ｄ）（ｍ＋ｎ）

ｌｉｍ
Ｌ→ ＋∞
·

ｓｉｎ（π（γｍ－γｎ）Ｌ）
π（γｍ－γｎ）Ｌ

ｃｏｓ（π（γｍ－γｎ）Ｌ＋２πγｍτ）＝

１
２
Ｇ２Ｄ－２∑

＋∞

ｎ＝ｎ１

ｃｏｓ（２πγｎτ）
γ（４－２Ｄ）ｎ

（１７）

应特别注意的是：从式（１７）的倒数第 ２式可看
出：当 ｍ≠ｎ时，各项皆为０，故只保留了 ｍ＝ｎ时的
１项。

象函数２πδ（ω－ω０）的 Ｆｏｕｒｉｅｒ逆变换为
１
２π∫

＋∞

－∞
２πδ（ω－ω０）ｅ

ｊωｔｄω＝ｅｊω０ｔ （１８）

故象原函数 ｅｊω０ｔ的 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换为

∫
＋∞

－∞
ｅｊω０ｔｅ－ｊωｔｄｔ＝∫

＋∞

－∞
ｅ－ｊ（ω－ω０）ｔｄｔ＝２πδ（ω－ω０）

（１９）
式中　δ（ｘ）———Ｄｉｒａｃｄｅｌｔａ脉冲偶函数

∫
＋∞

－∞
δ（αｘ）ｄｘ＝∫

＋∞

－∞
δ（｜α｜ｘ）ｄｘ＝∫

＋∞

－∞

δ（ｕ）
｜α｜
ｄｕ＝

∫
＋∞

－∞

δ（ｘ）
｜α｜
ｄｘ （２０）

其中 ｕ＝｜α｜ｘ
式中　α———非零实常数　　ｕ———积分变量

根据式（２０）得

δ（αｘ）＝δ（ｘ）｜α｜
（２１）

式（１７）中一般项象原函数 ｃｏｓ（２πγｎτ）的
Ｆｏｕｒｉｅｒ变换［２０］

为

∫
＋∞

－∞
ｃｏｓ（２πγｎτ）ｅ－ｊ２πωτｄτ＝

∫
＋∞

－∞

ｅ－ｊ２π（ω－γｎ）τ＋ｅ－ｊ２π（ω＋γｎ）τ

２
ｄτ （２２）

将式（１９）代入式（２２）得

∫
＋∞

－∞
ｃｏｓ（２πγｎτ）ｅ－ｊ２πωτｄτ＝

π｛δ［２π（ω－γｎ）］＋δ［２π（ω＋γｎ）］｝ （２３）
将式（２１）代入式（２３）得

Ｆ（ω）＝∫
＋∞

－∞
ｃｏｓ（２πγｎτ）ｅ－ｊ２πωτｄτ＝

δ（ω－γｎ）＋δ（ω＋γｎ）
２

（２４）

振幅频谱式（２４）的图像如图 １所示，若只考虑
ω＞０单边振幅频谱，将 －γｎ对应的振幅 ０５叠加

在 γｎ对应的振幅 ０５上。再顾及粗糙表面形貌的
随机分布特点，可将式（２４）近似改写为

∫
＋∞

－∞
ｃｏｓ（２πγｎτ）ｅ－ｊ２πωτｄτ≈δ（ω－γｎ） （２５）

图 １　余弦函数的振幅频谱

Ｆｉｇ．１　Ａｌｔｉｔｕｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｃｏｓｉｎｅｆｕｎｃｔｉｏｎ
　
由式（２５）可得式（１７）的离散功率谱密度函

数
［２０］
为

Ｐ^（ω）＝∫
＋∞

－∞
Ｒ（τ）ｅ－ｊ２πωτｄτ＝１２

Ｇ２Ｄ－２∑
＋∞

ｎ＝ｎ１

１
γ（４－２Ｄ）ｎ

·

∫
＋∞

－∞
ｃｏｓ（２πγｎτ）ｅ－ｊ２πωτｄτ≈１２

Ｇ２Ｄ－２∑
＋∞

ｎ＝ｎ１

δ（ω－γｎ）
γ（４－２Ｄ）ｎ

（２６）
由式（２６）可得连续功率谱密度函数［２１］

为

Ｐ（ω）≡ １
Δω∫

１
２Δω

－１２Δω
Ｐ^（ω＋ω′）ｄω′＝１２

Ｇ２Ｄ－２·

∑
＋∞

ｎ＝ｎ１
∫
１
２Δω

－１２Δω

δ（ω＋ω′－γｎ）
Δωγ（４－２Ｄ）ｎ

ｄω′≈１２
Ｇ２Ｄ－２ Δｎ

Δωγ（４－２Ｄ）ｎ（ω）

（２７）

其中 ｎ（ω）＝ｌｎωｌｎγ
（２８）

式中　Δω———空间频率的增量
Δｎ———空间频率指数的增量
ｎ（ω）———空间频率零点指数

将式（２８）代入式（２７）得

Ｐ（ω）≈１２
Ｇ２Ｄ－２ω２Ｄ－４ｄｎ（ω）ｄω

＝ １
２ｌｎγ

Ｇ２Ｄ－２ω２Ｄ－５

（２９）
式（２９）与文献［２２］的式（２）、文献［２３］的

式（２ａ）、文献［２４］的式（１０）都不同。
根据定积分的换元法得

∫
＋∞

０
ｔα－１ｅ－ｘｔｄｔ＝∫

＋∞

０

ｚα－１

ｘα
ｅ－ｚｄｚ＝ｘ－αΓ（α）（３０）

其中 ｘ＞０；α＞０；ｚ＝ｘｔ为积分变量；Γ（ｘ）为伽马函
数。所以

ｘ－α＝ １
Γ（α）∫

＋∞

０
ｔα－１ｅ－ｘｔｄｔ （３１）

以下定积分
［１７］
为

∫
＋∞

０
ｅ－ｔｘｃｏｓｘｄｘ＝ ｔ

ｔ２＋１
（３２）

通过变量替换，以下定积分为
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∫
＋∞

０

ｔｍ

（ａ＋ｂｔｎ）ｐ
ｄｔ＝

ａ－ｐ(ｎ
ａ)ｂ

ｍ＋１
ｎ∫

１

０
ｘ
ｍ＋１
ｎ －１
（１－ｘ）ｐ－

ｍ＋１
ｎ －１ｄｘ＝

ａ－ｐ(ｎ
ａ)ｂ

ｍ＋１
ｎ (Ｂ ｍ＋１

ｎ
，ｐ－ｍ＋１)ｎ

（３３）

其中 ａ＞０；ｂ＞０；ｎ＞０；ｘ＝ ｂｔｎ

ａ＋ｂｔｎ
为积分变量；

Ｂ（ｐ，ｑ）＝∫
１

０
ｘｐ－１（１－ｘ）ｑ－１ｄｘ为贝塔函数［２５］

。

令 ａ＝ｂ＝ｐ＝１，ｎ＝２，由式（３３）得

∫
＋∞

０

ｔｍ

１＋ｔ２
ｄｔ＝１

２
Ｂ（０５ｍ＋０５，０５－０５ｍ）

（３４）
用 α－２置换式（３４）中的 ｍ得

∫
＋∞

０

ｔα－２

１＋ｔ２
ｄｔ＝１

２
Ｂ（０５α－０５，１５－０５α）＝

π
２ｓｉｎ（π（０５α－０５））

（３５）

根据式（３１）可将以下单重定积分化为二重积
分

∫
＋∞

０
（１－ｃｏｓｘ）ｘ－（５－２Ｄ）ｄｘ＝∫

＋∞

０
（１－ｃｏｓｘ）ｘ－αｄｘ＝

∫
＋∞

０
（１－ｃｏｓｘ） １

Γ（α）∫
＋∞

０
ｔα－１ｅ－ｘｔｄｔｄｘ＝

１
Γ（α）∫

＋∞

０
ｔα (－１ ∫

＋∞

０
ｅ－ｔｘｄｘ－∫

＋∞

０
ｅ－ｔｘｃｏｓｘｄ )ｘ ｄｔ

（３６）
其中 α＝５－２Ｄ∈（１，３）

将式（３２）代入式（３６）得

∫
＋∞

０
（１－ｃｏｓｘ）ｘ－（５－２Ｄ）ｄｘ＝

１
Γ（α）∫

＋∞

０
ｔα [－１ １

ｔ
－ ｔ２

ｔ（ｔ２＋１ ]） ｄｔ＝
１
Γ（α）∫

＋∞

０

ｔα－２

ｔ２＋１
ｄｔ

（３７）
将式（３５）代入式（３７）得

∫
＋∞

０
（１－ｃｏｓｘ）ｘ－（５－２Ｄ）ｄｘ＝

π
２Γ（α）ｓｉｎ（π（０５α－０５））

（３８）

将 α＝５－２Ｄ代入式（３８）得

∫
＋∞

０
（１－ｃｏｓｘ）ｘ－（５－２Ｄ）ｄｘ＝

π
２Γ（５－２Ｄ）ｃｏｓ（（Ｄ－１５）π）

（３９）

值得指出，式（３９）也都不同于文献［２３］的
式（１４）和文献［２６］的式（２）。

根据 Γ函数的递推公式与余元公式，式（３９）可
改写为

∫
＋∞

０
（１－ｃｏｓｘ）ｘ－（５－２Ｄ）ｄｘ＝

Γ（２Ｄ－２）ｓｉｎ（（Ｄ－１５）π）
（４－２Ｄ）（２Ｄ－３）

（４０）

式（１５）衍生出函数 ｚ（ｘ１）与 ｚ（ｘ２）之间的结构
函数为

〈［ｚ（ｘ１）－ｚ（ｘ２）］
２
〉＝∫

＋∞

－∞
［１－ｅｉω（ｘ１－ｘ２）］Ｐ（ω）ｄω

（４１）
要说明的是，式（４１）也都不同于文献［２７］的

式（１１）和文献［２８］的式（２３）。
由式（２９）可得双边连续功率谱密度函数为

Ｐ（ω）＝ １２ｌｎγ
Ｇ２Ｄ－２｜ω｜２Ｄ－５ （４２）

奇函数 ｓｉｎω（ｘ１－ｘ２）在对称区间（－∞，＋∞）
上的定积分为０，将式（４２）代入式（４１）得

〈［ｚ（ｘ１）－ｚ（ｘ２）］
２
〉＝

１
２ｌｎγ

Ｇ２Ｄ－２∫
＋∞

－∞
（１－ｃｏｓ｜ｘ１－ｘ２｜ω）｜ω｜

２Ｄ－５ｄω＝

∫
＋∞

０
（１－ｃｏｓｘ）ｘ－（５－２Ｄ）ｄｘ

ｌｎγ
Ｇ２Ｄ－２｜ｘ１－ｘ２｜

４－２Ｄ

（４３）
其中 ｘ＝｜ｘ１－ｘ２｜ω
式中　ｘ———积分变量

将式（４０）代入式（４３）得
〈［ｚ（ｘ１）－ｚ（ｘ２）］

２
〉＝

Γ（２Ｄ－２）ｓｉｎ［（Ｄ－１５）π］
（４－２Ｄ）（２Ｄ－３）ｌｎγ

Ｇ２Ｄ－２｜ｘ１－ｘ２｜
４－２Ｄ

（４４）
令 ｘ１＝ｘ＋τ、ｘ２＝ｘ，可得结合部的结构函数为

Ｓ（τ）＝〈［ｚ（ｘ＋τ）－ｚ（ｘ）］２〉＝

Γ（０＋）
２ｌｎγ

τ２＝＋∞ （Ｄ→１＋）

Γ（２Ｄ－２）ｓｉｎ（（Ｄ－１５）π）
（４－２Ｄ）（２Ｄ－３）ｌｎγ

Ｇ２Ｄ－２τ４－２Ｄ （Ｄ≠１５）

π
２ｌｎγ
Ｇτ （Ｄ＝１５）

１
０＋ｌｎγ

Ｇ２＝＋∞ （Ｄ→２－















 ）

（４５）
等效表面高度式（１５）与两个粗糙表面 １、２高

度之间的关系为

ｚ（ｘ）＝ｚ１（ｘ）－ｚ２（ｘ） （４６）
式中　ｚｉ（ｘ）———粗糙表面 ｉ的高度，ｉ＝１，２

将式（４６）代入式（４５）得
Ｓ（τ）＝〈［ｚ１（ｘ＋τ）－ｚ２（ｘ＋τ）－ｚ１（ｘ）＋ｚ２（ｘ）］

２
〉＝

〈［ｚ１（ｘ＋τ）－ｚ１（ｘ）］
２
〉－
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２〈［ｚ１（ｘ＋τ）－ｚ１（ｘ）］［ｚ２（ｘ＋τ）－ｚ２（ｘ）］〉＋

〈［ｚ２（ｘ＋τ）－ｚ２（ｘ）］
２
〉 （４７）

因两粗糙表面在统计学上互不相关，故以下交

叉乘积项为０，即
〈［ｚ１（ｘ＋τ）－ｚ１（ｘ）］［ｚ２（ｘ＋τ）－ｚ２（ｘ）］〉＝０

（４８）
因此式（４７）可改写为

Ｓ（τ）＝Ｓ１（τ）＋Ｓ２（τ） （４９）
式中　Ｓｉ（τ）———表面 ｉ的结构函数，ｉ＝１，２

当 γ＝γ１＝γ２，不失去一般性，将式（４９）展开得
Γ（２Ｄ－２）ｓｉｎ（（Ｄ－１５）π）

（４－２Ｄ）（２Ｄ－３）
Ｇ２Ｄ－２τ４－２Ｄ＝

Γ（２Ｄ１－２）ｓｉｎ（（Ｄ１－１５）π）
（４－２Ｄ１）（２Ｄ１－３）

Ｇ２Ｄ１－２１ τ４－２Ｄ１＋

Γ（２Ｄ２－２）ｓｉｎ（（Ｄ２－１５）π）
（４－２Ｄ２）（２Ｄ２－３）

Ｇ２Ｄ２－２２ τ４－２Ｄ２ （５０）

式中　γ———结合部非整数相位随机参数
γｉ———表面 ｉ的相位随机参数，ｉ＝１，２
Ｄｉ———表面 ｉ的分形维数，ｉ＝１，２
Ｇｉ———表面 ｉ的分形粗糙度，ｉ＝１，２

本文广泛涉及伽马函数，文献［２９］只给出伽马
函数在闭区间１≤ｘ≤２的近似解，即
Γ（ｘ）≈１－０５７４８６４６（ｘ－１）＋０９５１２３６３（ｘ－１）２－

０６９９８５８８（ｘ－１）３＋０４２４５５４９（ｘ－１）４－
０１０１０６７８（ｘ－１）５　（１≤ｘ≤２） （５１）

为获得伽马函数在 ０＜ｘ＜＋∞整个开区间的
精确值，可在 ＭａｔｌａｂＲ２００９ｂＣｏｍｍａｎｄＷｉｎｄｏｗ窗口
的指令行输入２行代码

ｘ＝００１∶０１∶１０００；％ １０００可取任意较大值
ｐｌｏｔ（ｘ，ｇａｍｍａ（ｘ））
文献［２９］近似解与本文解的比较如图 ２所示，

可见采用本文解可求解伽马函数。

当 Ｇ１＝３６×１０
－１０ｍ、Ｇ２＝２４×１０

－１０ｍ、γ＝
γ１＝γ２＝１５时，粗糙表面 １、２和结合部的结构函
数如图３所示。
３１　分形维数相等（Ｄ１＝Ｄ２）

此时式（５０）可退化为
Γ（２Ｄ－２）ｓｉｎ（（Ｄ－１５）π）

（４－２Ｄ）（２Ｄ－３）
Ｇ２Ｄ－２τ４－２Ｄ＝

Γ（２Ｄ１－２）ｓｉｎ（（Ｄ１－１５）π）
（４－２Ｄ１）（２Ｄ１－３）

（Ｇ２Ｄ１－２１ ＋Ｇ２Ｄ１－２２ ）τ４－２Ｄ１

（５２）
为满足关于自变量尺度滞后 τ的恒等式（５２）

得

Ｄ＝Ｄ１ （５３）

Ｇ＝（Ｇ２Ｄ１－２１ ＋Ｇ２Ｄ１－２２ ）
１

２Ｄ１－２ （５４）

图 ２　文献［２９］解与本文解的比较

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｒｅｆｅｒｅｎｃｅ［２９］ｓｏｌｕｔｉｏｎｗｉｔｈ

ｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｓｏｌｕｔｉｏｎ
　

图 ３　３种结构函数

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｒｅｅｋｉｎｄｓｏｆｓｔｒｕｃｔｕｒｅｆｕｎｃｔｉｏｎ
　
由图３ａ结果表明，在双对数坐标系下，结合部

的结构函数 Ｓ（τ）与 τ呈线性关系，且与 Ｓ１（τ）和
Ｓ２（τ）平行，其在 Ｓ（τ）轴上的纵截距大于 Ｓ１（τ）和
Ｓ２（τ），结合部具有单重分形特性，分形维数 Ｄ与粗
糙表面的分形维数 Ｄ１和 Ｄ２相等（式（５３）），按照
式（５４），可得 Ｇ＞Ｇ１与 Ｇ＞Ｇ２，分形粗糙度 Ｇ更大，
即结合部比相互接触两个粗糙表面更粗糙。造成结

合部比相互接触两个粗糙表面更粗糙的本质原因

是：根据式（４９）可知，结合部的结构函数等效为表
面１、表面２的结构函数之和。
３２　分形维数不相等（Ｄ１≠Ｄ２）

由图 ３ｂ显见，在双对数坐标系下，结合部的结
构函数 Ｓ（τ）与 τ不再呈线性关系，而呈现为一条
向上凹的曲线弧，且粗糙表面的分形维数 Ｄ１和 Ｄ２
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相差越大，此曲线弧的弯曲程度越显著，曲线弧的

前半段主要显示粗糙表面 Ｓ２（τ）的分形特性，后半
段主要显示粗糙表面 Ｓ１（τ）的分形特性，这是两个
分形特征不一样的表面，进而导致了问题的复杂

性。

从高等数学的严格意义上讲，没有条件能使关

于自变量 τ的方程式（５０）恒成立。为解决此问题，
先根据表面１、２的结构函数和式（４９），获得结合部
的结构函数，此结构函数在双对数坐标系下虽不是

一条直线，但使用最小二乘法可近似视其为一条直

线，从而可识别结合部的 Ｄ、Ｇ。
不失一般性，由式（４５）可得直线方程
ｌｇＳ（τ）＝（４－２Ｄ）ｌｇτ＋（２Ｄ－２）ｌｇＧ＋

ｌｇΓ（２Ｄ－２）ｓｉｎ（（Ｄ－１５）π）
（４－２Ｄ）（２Ｄ－３）ｌｎγ

（５５）

令 ｋ＝４－２Ｄ （５６）
ｇ＝－ｌｇＧ （５７）

将式（５６）、（５７）代入式（５５）得
ｌｇＳ（τ）＝ｋｌｇτ＋（２－２Ｄ）ｇ＋

ｌｇΓ（２Ｄ－２）ｓｉｎ（（Ｄ－１５）π）
（４－２Ｄ）（２Ｄ－３）ｌｎγ

（５８）

再令

ｂ＝（２－２Ｄ）ｇ＋ｌｇΓ（２Ｄ－２）ｓｉｎ（（Ｄ－１５）π）
（４－２Ｄ）（２Ｄ－３）ｌｎγ

（５９）
将式（５９）代入式（５８）得

ｌｇＳ（τ）＝ｋｌｇτ＋ｂ （６０）
直线方程（６０）如图４所示。

图 ４　结合部的常用对数结构函数

Ｆｉｇ．４　Ｌｏｇａｒｉｔｈｍｓｔｒｕｃｔｕｒｅｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｊｏｉｎｔｉｎｔｅｒｆａｃｅ
　

根据式（５６），Ｄ＝２－０５ｋ由 ｋ决定。根据
式（５９），ｇ由 ｂ、Ｄ决定，因 Ｄ由 ｋ决定，所以 ｇ由 ｂ、

ｋ决定。根据式（５７），Ｇ＝１０－ｇ由 ｇ决定，故 Ｇ由 ｂ、

ｋ决定。

４　静摩擦因数理论解的实验验证

４１　实验原理
电动机在时间 ｔ内完成的额定功为

Ｗ＝π
３０
ＴＮｎ１ｔ （６１）

式中　ＴＮ———电动机额定转矩，Ｎ·ｍ
ｎ１———电动机转速实际值，ｒ／ｍｉｎ

电动机在时间 ｔ内的平均额定功率为

ＰＮ＝
π
３０
ＴＮｎ１ （６２）

需注意，式（６２）也不同于文献［３０］的式（１）。
旋转工作台消耗的功率为

Ｐ２＝
π
３０
Ｔ２ｎ２＝

π
３０
Ｆｆ

ｉ
１０００

ｎ２＝
π

３００００
ｆＰｉｎ２（６３）

式中　Ｔ２———旋转工作台转矩，Ｎ·ｍ
ｎ２———旋转工作台转速，ｒ／ｍｉｎ
Ｆｆ———两静压导轨表面间总摩擦力，Ｎ
ｉ———总摩擦力作用的等效半径，ｍｍ
ｆ———两静压导轨表面间的摩擦因数

电动机的额定功率是对应于额定环境温度

４０℃时的允许输出功率，因此，当环境温度低于或高
于４０℃时，电动机允许输出的功率可适当增加或减
小。增减后的允许输出功率为

Ｐ１＝ＰＮ １＋（１＋α）４０－θ
θ槡 Ｎ

＝ＰＮξ （６４）

式中　α———满载时的不变损耗（包括铁损耗、机械
损耗和附加损耗）与可变损耗（铜损

耗）之比

θ———实际环境温度　　θＮ———额定温升
ξ———电动机负载

考虑传递过程中的机械损失，可以得到功率平

衡关系

ηＰ１＝Ｐ２ （６５）

或 ｆ＝
１０００ξηＴＮｎ１
Ｐｉｎ２

（６６）

由式（６６）可见，若得到电动机在线运行时的
ｎ１、ξ，就可获得不同法向总载荷 Ｐ时的静摩擦因数。
综上所述，实验原理如图 ５所示，ｈ为公称油膜厚
度。

４２　动力学实验装置
在武汉重型机床集团有限公司 ＹＫ３１３２０型普

通滚齿机上开展实验，实验时的工况如图６所示。
４３　分形参数实验识别及静摩擦因数的计算

本文的结合部以常用全损耗系统润滑油 Ｌ
ＡＮ４６为介质，研磨方式加工两液体静压导轨接触
表面。液体静压导轨的参数见表１。

采用英国 Ｔａｙｌｏｒ Ｈｏｂｓｏｎ公司的 Ｔａｌｙｓｕｒｆ５
１２０型表面轮廓仪，放大倍率为 １０００，采样长度为
１５ｍｍ，采样间距为 １μｍ，采样段数为 ５，最小二乘
滤波，离散化采样点数为１５０００。
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图 ５　实验原理

Ｆｉｇ．５　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｔｈｅｏｒｅｍ
１．工件　２．旋转工件台　３．静压导轨２　４．静压导轨 １　５．电动

机　６．轴承１　７．轴承２　８．右旋蜗杆　９．轴承 ３　１０．轴承 ４　

１１．蜗轮
　

表 １　两液体静压导轨表面的参数

Ｔａｂ．１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｗｏｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃｇｕｉｄｅｗａｙｓｕｒｆａｃｅｓ

参数
数值

３５号钢表面１ ４５号钢表面２

Ｅ／ＧＰａ １９７ ２０５

μ ０３１ ０３

ρ／ｋｇ·ｍ－３ ７８２６ ７８３３

σ／μｍ ０１３２ ０１２５

Ｙ／ＭＰａ ３４６ ３５３

Ｈ／ＭＰａ ４７８ ５００

γ １５ １５

　　设采样长度 Ｔ＝１５ｍｍ；频率间隔 Δｆ＝１／Ｔ；采
样表面轮廓高度的离散数据点数为 ｌ，取 ｌ＝１５０００；
采样间隔为 Δｘ，取 Δｘ＝１μｍ；空间采样点数 Ｎｓ＝
Ｔ／Δｘ＝１５０００，将数据补齐为大于 ｌ且为 ２的整数
幂次方的数，故选 Ｎｓ＝２

１４＞ｌ；采样频率ｆｓ＝１／Δｘ；最
高频率为 ｆｍａｘ，取 ｆｍａｘ＝０５ｆｓ；设定频率变化范围为
ｆ＝ｆｍａｘ（０：０５Ｎｓ－１）／Ｎｓ；角频率 ω＝２πｆ；对表面轮
廓信号的表达式 ｚ（ｘ）进行补零的傅里叶变换，将
ｚ（ｘ）的尾部补零使 ｚ（ｘ）长度达到 Ｎｓ，可得补零的傅
里叶变换 Ｙ＝ｆｆｔ（ｚ，Ｎｓ）；根据 Ｙ得功率谱密度函数

Ｐ（ω）＝｜Ｙ｜２／Ｎｓ，由式（４１）获得结合部结构函数
Ｓ（τ），随后对实测数据（ｌｇτ，ｌｇＳ（τ））进行最小二乘
法的 １次多项式拟合，可得常用对数结构函数
（图４）。

结合部研磨时的情况见表 ２，不均匀刻度结构
函数法运用的是国际单位，采用的符号是斜率 ｋ１、
纵截距 ｂ１、分形粗糙度的指数 ｇ１、分形维数 Ｄ１、分形
粗糙度 Ｇ１，国外学者大多采用；均匀刻度结构函数
法以长度单位 μｍ为出发点，运用的符号是 ｋ２、ｂ２、
ｇ２、Ｄ２、Ｇ２，中国学者大多采用。这两种方法识别的
５个参数分别为 ｋ１＝０９９３４，ｂ１＝－８１６５２，Ｄ１＝

图 ６　实验工况

Ｆｉｇ．６　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ
（ａ）电动机起动前　（ｂ）电动机起动后　

（ｃ）电动机转速　（ｄ）电动机负载
　

１５０３３，ｇ１ ＝８６９７５，Ｇ１ ＝２００６６×１０
－９ ｍ；ｋ２ ＝

０９９３４，ｂ２＝－２１２５８，Ｄ２＝１５０３３，ｇ２＝２６９７５，

Ｇ２＝２００６６×１０
－９ｍ。故结合部的２个重要表征参

数为 Ｄ＝１５０３３，Ｇ＝２００６６×１０－９ｍ。
文中所用的关于单变量直角坐标 ｘ的 Ｗ Ｍ函

数式（１５）并未带随机相位，因此，它实际上是一个
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　　 表 ２　结合部研磨时的分析结果

Ｔａｂ．２　Ａｎａｌｙｚｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆｇｒｉｎｄｉｎｇｊｏｉｎｔｉｎｔｅｒｆａｃｅ

结果 不均匀刻度结构函数法（国外学者大多采用） 均匀刻度结构函数法（中国学者大多采用）

原
始
轮
廓

滤
波
轮
廓

实
测

Ｐ
Ｓ
Ｄ

拟
合
结
构
函
数

确定的函数。但式（１５）可通过下列带随机相位的
有关双变量直角坐标 ｘ、ｙ的 Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ
函数

［９，３１～３５］
蜕变而来

ｚ（ｘ，ｙ）＝ (Ｌ Ｇ )Ｌ
Ｄ－１ ｌｎγ
槡Ｍ∑

Ｍ

ｍ＝１
∑
ｎｍａｘ

ｎ＝０
γ（Ｄ－２） [ｎ ｃｏｓｍ，ｎ－

(ｃｏｓ２πγ
ｎ ｘ２＋ｙ槡

２

Ｌ (ｃｏｓａｒｃｔａｎｙ
ｘ
－πｍ)Ｍ

＋ｍ， ) ]ｎ

（６７）
式中　Ｌ———采样长度

Ｍ———构造表面重叠隆起部的个数
ｎ———频率指数
ｎｍａｘ———与截止长度有关的频率指数

ｍ，ｎ———在闭区间［０，２π］范围内分布的随
机相位

将识别的结合部参数 Ｄ、Ｇ代入处处连续、点点
不可微、统计学自相似性的 Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ
函数式（６７），可得三维表面轮廓高度的仿真线，以
模拟三维表面轮廓的全貌。表面轮廓高度的实测
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线、仿真线如图 ７所示，从图 ７ｃ可见仿真线很接近 实测线，表明识别的结合部参数较合理。

图 ７　表面轮廓高度的实测线与仿真线的比较

Ｆｉｇ．７　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｓｕｒｆａｃｅｐｒｏｆｉｌｅｈｅｉｇｈｔ’ｓｍｅａｓｕｒｉｎｇｌｉｎｅｗｉｔｈｉｔｓｓｉｍｕｌａｔｉｎｇｌｉｎｅ
　
　　将 Ｄ＝１５０３３代入第２节中的 Ｍａｔｌａｂ程序，可
得 ψ＝１９９８１５１０４５８８１３７９。

在法向总载荷 Ｐ＝８Ｎ时，将表１的数据和 Ｄ＝
１５０３３，Ｇ＝２００６６×１０－９ｍ，ψ＝１９９８１５１０４５８８１３７９
代入文献［１２］的有关公式、本文式（１１）、式（６６），可
得结合部的理论静摩擦因数 ｆ为０１０１２４，实验静摩
擦因数 ｆ为０１４６２６。
４４　理论静摩擦因数与实验的比较

在不同工件重工况下，理论静摩擦因数与实验

的比较如图 ８所示。分析图 ８ａ，在很窄的轻载荷
０～３２０Ｎ范围内即电动机在低转速情况下，实验静
摩擦因数随法向总载荷的增加而减小（因为使工作

台开始旋转，作用在工作台上的总切向力越来越

大），且实验静摩擦因数会出现忽高忽低的突变波

动现象（因为电动机的低转速导致机床静压导轨出

现动态性能不稳定的爬行，严重影响静压导轨的表

面粗糙度，造成摩擦副的加速磨损）；在很宽的中等

载荷３２０～２００００Ｎ范围内即电动机在近似稳定中
等转速情况下，实验静摩擦因数随法向总载荷的增

加而增加，且实验静摩擦因数比理论低（因为实际

两静压导轨表面间存在最小公称油膜厚度的流体

膜，将一个静压导轨浮动起来）。从图８ｂ中可以看出，
本文静摩擦因数与实验的绝对误差在 －００４５０２～
０００９６６之间。根据图 ８ｃ，本文静摩擦因数与实验
的相对误差在 －３０７８％ ～９７６２％之间。值得注意
的是，因为实际静摩擦因数的变化较小，分析绝对误

差比分析相对误差更重要。

图 ８　理论静摩擦因数与实验的比较

Ｆｉｇ．８　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｓｔａｔｉｃｆｒｉｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｗｉｔｈｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｏｎｅ
　

５　结论

（１）修正结合部静摩擦因数相关公式，编写了
求解域扩展因子的通用 Ｍａｔｌａｂ程序，给出识别结合
部的２个重要表征参数的方法。

（２）以液体静压导轨测试试件的实验结果为基
准，对结合部静摩擦因数的理论解进行了验证。理

论静摩擦因数与实验的绝对误差在 －００４５０２～
０００９６６之间，理论静摩擦因数与实验的相对误差
在 －３０７８％ ～９７６２％之间。

参 考 文 献

１　尤晋闽，陈天宁．结合面静摩擦系数的统计模型［Ｊ］．振动与冲击，２０１０，２９（１２）：２６～２９，２３５．

ＹｏｕＪｉｎｍｉｎ，ＣｈｅｎＴｉａｎｎｉｎｇ．Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｍｏｄｅｌｏｆｓｔａｔｉｃｆｒｉｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｂｅｔｗｅｅｎｊｏｉｎｔｓｕｒｆａｃｅｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＶｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄ

Ｓｈｏｃｋ，２０１０，２９（１２）：２６～２９，２３５．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

２　ＣｈａｎｇＷｅｎＲｕｅｙ，ＥｔｓｉｏｎＩｚｈａｋ，ＢｏｇｙＤａｖｉｄＢ．Ｓｔａｔｉｃｆｒｉｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｍｏｄｅｌｆｏｒｍｅｔａｌｌｉｃｒｏｕｇｈｓｕｒｆａｃｅｓ［Ｊ］．ＡＳＭＥＪｏｕｒｎａｌｏｆ

Ｔｒｉｂｏｌｏｇｙ，１９８８，１１０（１）：５７～６３．

１９２第 １０期　　　　　　　　　　　　　田红亮 等：结合部静摩擦因数修正与定量实验验证



３　ＧｒｅｅｎｗｏｏｄＪＡ，ＷｉｌｌｉａｍｓｏｎＪＢＰ．Ｃｏｎｔａｃｔｏｆｎｏｍｉｎａｌｌｙｆｌａｔｓｕｒｆａｃｅｓ［Ｊ］．ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＲｏｙａｌＳｏｃｉｅｔｙｏｆＬｏｎｄｏｎ：ＳｅｒｉｅｓＡ
ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌａｎｄＰｈｙｓｉｃａｌＳｃｉｅｎｃｅｓ，１９６６，２９５（１４４２）：３００～３１９．

４　ＹｏｕＪｉｎｍｉｎ，ＣｈｅｎＴｉａｎｎｉｎｇ．Ａｓｔａｔｉｃｆｒｉｃｔｉｏｎｍｏｄｅｌｆｏｒｔｈｅｃｏｎｔａｃｔｏｆｆｒａｃｔａｌｓｕｒｆａｃｅｓ［Ｊ］．Ｐｒｏｃ．ＩＭｅｃｈＥ，ＰａｒｔＪ：Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ
ＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＴｒｉｂｏｌｏｇｙ，２０１０，２２４（５）：５１３～５１８．

５　ＳｕｉＣｈａｎｇｆｕ，ＳｈｅｎｇＸｕａｎｙｕ．Ｆｒａｃｔａｌｔｒａｎｓｉｔｉｏｎｍｏｄｅｌｉｎｐｒｅｄｉｃｔｉｎｇｓｔａｔｉｃｆｒｉｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ［Ｊ］．ＭｕｌｔｉｄｉｓｃｉｐｌｉｎｅＭｏｄｅｌｉｎｇｉｎ
ＭａｔｅｒｉａｌｓａｎｄＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２００９，５（４）：３４５～３４８．

６　盛选禹，雒建斌，温诗铸．基于分形接触的静摩擦系数预测［Ｊ］．中国机械工程，１９９８，９（７）：１６～１８．
ＳｈｅｎｇＸｕａｎｙｕ，ＬｕｏＪｉａｎｂｉｎ，ＷｅｎＳｈｉｚｈｕ．Ｓｔａｔｉｃｆｒｉｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｍｏｄｅｌｂａｓｅｄｏｎｆｒａｃｔａｌｃｏｎｔａｃｔ［Ｊ］．ＣｈｉｎａＭｅｃｈａｎｉｃａｌ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，１９９８，９（７）：１６～１８．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

７　ＭａｊｕｍｄａｒＡｒｕｎ，ＢｈｕｓｈａｎＢｈａｒａｔ．Ｆｒａｃｔａｌｍｏｄｅｌｏｆｅｌａｓｔｉｃｐｌａｓｔｉｃｃｏｎｔａｃｔｂｅｔｗｅｅｎｒｏｕｇｈｓｕｒｆａｃｅｓ［Ｊ］．ＡＳＭＥＪｏｕｒｎａｌｏｆＴｒｉｂｏｌｏｇｙ，
１９９１，１１３（１）：１～１１．

８　田红亮，朱大林，秦红玲．ＭＢ模型计算原理的修正［Ｊ］．三峡大学学报：自然科学版，２０１１，３３（３）：６８～７３．
ＴｉａｎＨｏｎｇｌｉａｎｇ，ＺｈｕＤａｌｉｎ，ＱｉｎＨｏｎｇｌｉｎｇ．ＭｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆＭＢｍｏｄｅｌ’ｓａｌｇｏｒｉｔｈｍｐｒｉｎｃｉｐｌｅ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｈｉｎａＴｈｒｅｅＧｏｒｇｅｓ
Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅｓ，２０１１，３３（３）：６８～７３．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

９　田红亮，朱大林，秦红玲．固定接触界面法向静弹性刚度的改进弹簧分形模型［Ｊ］．三峡大学学报：自然科学版，２０１２，
３４（６）：８３～８８．
ＴｉａｎＨｏｎｇｌｉａｎｇ，ＺｈｕＤａｌｉｎ，ＱｉｎＨｏｎｇｌｉｎｇ．Ｉｍｐｒｏｖｅｄｓｐｒｉｎｇｆｒａｃｔａｌｍｏｄｅｌｆｏｒｎｏｒｍａｌｓｔａｔｉｃｅｌａｓｔｉｃｓｔｉｆｆｎｅｓｓｏｆｓｔａｔｉｏｎａｒｙｃｏｎｔａｃｔ
ｉｎｔｅｒｆａｃｅ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｈｉｎａＴｈｒｅｅＧｏｒｇｅｓＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅｓ，２０１２，３４（６）：８３～８８．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

１０　魏龙，刘其和，张鹏高．基于分形理论的滑动摩擦表面接触力学模型［Ｊ］．机械工程学报，２０１２，４８（１７）：１０６～１１３．
ＷｅｉＬｏｎｇ，ＬｉｕＱｉｈｅ，ＺｈａｎｇＰｅｎｇｇａｏ．Ｓｌｉｄｉｎｇｆｒｉｃｔｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｃｏｎｔａｃｔｍｅｃｈａｎｉｃｓｍｏｄｅｌｂａｓｅｄｏｎｆｒａｃｔａｌｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ
ＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２０１２，４８（１７）：１０６～１１３．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

１１　贺林，朱均．粗糙表面接触分形模型的提出与发展［Ｊ］．摩擦学学报，１９９６，１６（４）：３７５～３８４．
ＨｅＬｉｎ，ＺｈｕＪｕｎ．Ｆｒａｃｔａｌｍｏｄｅｌｆｏｒｃｏｎｔａｃｔｏｆｒｏｕｇｈｓｕｒｆａｃｅｓ［Ｊ］．Ｔｒｉｂｏｌｏｇｙ，１９９６，１６（４）：３７５～３８４．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

１２　兰国生，张学良，丁红钦，等．基于分形理论的结合面静摩擦因数改进模型［Ｊ］．农业机械学报，２０１２，４３（１）：２１３～２１８．
ＬａｎＧｕｏｓｈｅｎｇ，ＺｈａｎｇＸｕｅｌｉａｎｇ，ＤｉｎｇＨｏｎｇｑｉｎ，ｅｔａｌ．Ｍｏｄｉｆｉｅｄｍｏｄｅｌｏｆｓｔａｔｉｃｆｒｉｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆｊｏｉｎｔｉｎｔｅｒｆａｃｅｓｂａｓｅｄｏｎ
ｆｒａｃｔａｌｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］．ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＣｈｉｎｅｓｅＳｏｃｉｅｔｙｆｏｒＡｇｒｉｃｕｌｔｕｒａｌＭａｃｈｉｎｅｒｙ，２０１２，４３（１）：２１３～２１８．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

１３　田红亮，赵春华，朱大林，等．弹塑性三维各向异性分形表面的接触分析［Ｊ］．三峡大学学报：自然科学版，２０１２，３４（１）：６９～７３．
ＴｉａｎＨｏｎｇｌｉａｎｇ，ＺｈａｏＣｈｕｎｈｕａ，ＺｈｕＤａｌｉｎ，ｅｔａｌ．Ｃｏｎｔａｃｔａｎａｌｙｓｉｓｏｆｅｌａｓｔｏｐｌａｓｔｉｃｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃｆｒａｃｔａｌｓｕｒｆａｃｅｓ
［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｈｉｎａＴｈｒｅｅＧｏｒｇｅｓＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅｓ，２０１２，３４（１）：６９～７３．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

１４　ＪｉａｎｇＳｈｕｙｕｎ，ＺｈｅｎｇＹｕｎｊｉａｎ，ＺｈｕＨｕａ．Ａｃｏｎｔａｃｔｓｔｉｆｆｎｅｓｓｍｏｄｅｌｏｆｍａｃｈｉｎｅｄｐｌａｎｅｊｏｉｎｔｂａｓｅｄｏｎｆｒａｃｔａｌｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］．ＡＳＭＥ
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＴｒｉｂｏｌｏｇｙ，２０１０，１３２（１）：０１１４０１１～０１１４０１７．

１５　ＣｈａｎｇＷｅｎＲｕｅｙ，ＥｔｓｉｏｎＩｚｈａｋ，ＢｏｇｙＤａｖｉｄＢ．Ａｄｈｅｓｉｏｎｍｏｄｅｌｆｏｒｍｅｔａｌｌｉｃｒｏｕｇｈｓｕｒｆａｃｅｓ［Ｊ］．ＡＳＭＥＪｏｕｒｎａｌｏｆＴｒｉｂｏｌｏｇｙ，
１９８８，１１０（１）：５０～５６．

１６　ＷａｎｇＳｈａｏ，ＫｏｍｖｏｐｏｕｌｏｓＫｙｒｉａｋｏｓ．Ａｆｒａｃｔａｌｔｈｅｏｒｙｏｆｔｈｅｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｉｎｔｈｅｓｌｏｗｓｌｉｄｉｎｇｒｅｇｉｍｅ：ｐａｒｔ
Ⅰ—ｅｌａｓｔｉｃｃｏｎｔａｃｔａｎｄｈｅａｔｔｒａｎｓｆｅｒａｎａｌｙｓｉｓ［Ｊ］．ＡＳＭＥＪｏｕｒｎａｌｏｆＴｒｉｂｏｌｏｇｙ，１９９４，１１６（４）：８１２～８２３．

１７　同济大学数学系．高等数学：上册［Ｍ］．６版．北京：高等教育出版社，２０１１：１７８～１７９，２６７，３７０．
１８　田红亮，赵春华，朱大林，等．金属材料结合部法切向刚度修正与实验验证［Ｊ］．农业机械学报，２０１２，４３（６）：２０７～２１４．

ＴｉａｎＨｏｎｇｌｉａｎｇ，ＺｈａｏＣｈｕｎｈｕａ，ＺｈｕＤａｌｉｎ，ｅｔａｌ．Ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆｎｏｒｍａｌａｎｄｔａｎｇｅｎｔｉａｌｓｔｉｆｆｎｅｓｓｆｏｒｊｏｉｎｔｉｎｔｅｒｆａｃｅｗｉｔｈｍｅｔａｌｌｉｃ
ｍａｔｅｒｉａｌａｎｄｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｖａｌｉｄａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＣｈｉｎｅｓｅＳｏｃｉｅｔｙｆｏｒＡｇｒｉｃｕｌｔｕｒａｌＭａｃｈｉｎｅｒｙ，２０１２，４３（６）：２０７～
２１４．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

１９　ＭａｊｕｍｄａｒＡｒｕｎ，ＴｉｅｎＣｈａｎｇｌｉｎ．Ｆｒａｃｔａｌｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎａｎｄｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｒｏｕｇｈｓｕｒｆａｃｅｓ［Ｊ］．Ｗｅａｒ，１９９０，１３６（２）：３１３～３２７．
２０　卢文祥，杜润生．机械工程测试·信息·信号分析［Ｍ］．２版．武汉：华中科技大学出版社，２００４：３４，３９，５１．
２１　ＢｅｒｒｙＭＶ，ＬｅｗｉｓＺＶ．ＯｎｔｈｅＷｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔｆｒａｃｔａｌｆｕｎｃｔｉｏｎ［Ｊ］．ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＲｏｙａｌＳｏｃｉｅｔｙｏｆＬｏｎｄｏｎ：Ｓｅｒｉｅｓ

ＡＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌａｎｄＰｈｙｓｉｃａｌＳｃｉｅｎｃｅｓ，１９８０，３７０（１７４３）：４５９～４８４．
２２　ＢｈｕｓｈａｎＢｈａｒａｔ，ＭａｊｕｍｄａｒＡｒｕｎ．Ｅｌａｓｔｉｃｐｌａｓｔｉｃｃｏｎｔａｃｔｍｏｄｅｌｆｏｒｂｉｆｒａｃｔａｌｓｕｒｆａｃｅｓ［Ｊ］．Ｗｅａｒ，１９９２，１５３（１）：５３～６４．
２３　ＧａｎｔｉＳｕｒｙａｐｒａｋａｓｈ，ＢｈｕｓｈａｎＢｈａｒａｔ．Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｆｒａｃｔａｌａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｉｔｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｔｏｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇｓｕｒｆａｃｅｓ［Ｊ］．Ｗｅａｒ，１９９５，

１８０（１～２）：１７～３４．
２４　ＭａｊｕｍｄａｒＡｒｕｎ，ＴｉｅｎＣｈａｎｇＬｉｎ．Ｆｒａｃｔａｌｎｅｔｗｏｒｋｍｏｄｅｌｆｏｒｃｏｎｔａｃｔｃｏｎｄｕｃｔａｎｃｅ［Ｊ］．ＡＳＭＥＪｏｕｒｎａｌｏｆＨｅａｔＴｒａｎｓｆｅｒ，１９９１，

１１３（３）：５１６～５２５．
２５　《数学手册》编写组．数学手册［Ｍ］．北京：高等教育出版社，２００８：５９０．
２６　ＷａｎｇＳｈａｏ，ＫｏｍｖｏｐｏｕｌｏｓＫｙｒｉａｋｏｓ．Ａｆｒａｃｔａｌｔｈｅｏｒｙｏｆｔｈｅｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｔｅｌａｓｔｉｃｃｏｎｔａｃｔｓｏｆｆａｓｔｓｌｉｄｉｎｇｓｕｒｆａｃｅｓ［Ｊ］．

ＡＳＭＥＪｏｕｒｎａｌｏｆＴｒｉｂｏｌｏｇｙ，１９９５，１１７（２）：２０３～２１５．
２７　ＭａｊｕｍｄａｒＡｒｕｎ，ＢｈｕｓｈａｎＢｈａｒａｔ．Ｒｏｌｅｏｆｆｒａｃｔａｌｇｅｏｍｅｔｒｙｉｎｒｏｕｇｈｎｅｓｓｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎａｎｄｃｏｎｔａｃｔｍｅｃｈａｎｉｃｓｏｆｓｕｒｆａｃｅｓ［Ｊ］．

ＡＳＭＥＪｏｕｒｎａｌｏｆＴｒｉｂｏｌｏｇｙ，１９９０，１１２（２）：２０５～２１６．
２８　ＢｅｒｒｙＭＶ．Ｄｉｆｆｒａｃｔａｌｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＰｈｙｓｉｃｓＡ：ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌａｎｄＧｅｎｅｒａｌ，１９７９，１２（６）：７８１～７９７．
２９　郭建英，孙永全，王铭义，等．基于计算机仿真的风电机组系统可靠性综合［Ｊ］．机械工程学报，２０１２，４８（２）：２～８．

２９２ 农　业　机　械　学　报　　　　　　　　　　　　　　　　　２０１３年



ＧｕｏＪｉａｎｙｉｎｇ，ＳｕｎＹｏｎｇｑｕａｎ，ＷａｎｇＭｉｎｇｙｉ，ｅｔａｌ．Ｓｙｓｔｅｍｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙｓｙｎｔｈｅｓｉｓｏｆｗｉｎｄｔｕｒｂｉｎｅｂａｓｅｄｏｎｃｏｍｐｕｔｅｒｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ［Ｊ］．
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２０１２，４８（２）：２～８．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

３０　于海生，张建武，张彤，等．电磁功率分流混合动力汽车传动控制模式研究［Ｊ］．农业机械学报，２０１２，４３（６）：１～７．
ＹｕＨａｉｓｈｅｎｇ，ＺｈａｎｇＪｉａｎｗｕ，ＺｈａｎｇＴｏｎｇ，ｅｔａｌ．Ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｃｏｎｔｒｏｌｍｏｄｅｏｆｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃｐｏｗｅｒｓｐｌｉｔｈｙｂｒｉｄｅｌｅｃｔｒｉｃｖｅｈｉｃｌｅ
［Ｊ］．ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＣｈｉｎｅｓｅＳｏｃｉｅｔｙｆｏｒＡｇｒｉｃｕｌｔｕｒａｌＭａｃｈｉｎｅｒｙ，２０１２，４３（６）：１～７．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

３１　田红亮，赵春华，方子帆，等．基于各向异性分形理论的结合面切向刚度改进模型［Ｊ］．农业机械学报，２０１３，４４（３）：２５７～２６６．
ＴｉａｎＨｏｎｇｌｉａｎｇ，ＺｈａｏＣｈｕｎｈｕａ，ＦａｎｇＺｉｆａｎ，ｅｔａｌ．Ｉｍｐｒｏｖｅｄｍｏｄｅｌｏｆｔａｎｇｅｎｔｉａｌｓｔｉｆｆｎｅｓｓｆｏｒｊｏｉｎｔｉｎｔｅｒｆａｃｅｕｓｉｎｇａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ
ｆｒａｃｔａｌｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］．ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＣｈｉｎｅｓｅＳｏｃｉｅｔｙｆｏｒＡｇｒｉｃｕｌｔｕｒａｌＭａｃｈｉｎｅｒｙ，２０１３，４４（３）：２５７～２６６．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

３２　田红亮，朱大林，方子帆，等．赫兹接触 １２９年［Ｊ］．三峡大学学报：自然科学版，２０１１，３３（６）：６１～７１．
ＴｉａｎＨｏｎｇｌｉａｎｇ，ＺｈｕＤａｌｉｎ，ＦａｎｇＺｉｆａｎ，ｅｔａｌ．１２９ｙｅａｒｓｏｆＨｅｒｔｚｃｏｎｔａｃｔ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｈｉｎａＴｈｒｅｅＧｏｒｇｅｓＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ：Ｎａｔｕｒａｌ
Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，２０１１，３３（６）：６１～７１．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

３３　田红亮，朱大林，秦红玲，等．结合部法向载荷解析解修正与定量实验验证［Ｊ］．农业机械学报，２０１１，４２（９）：２１３～２１８．
ＴｉａｎＨｏｎｇｌｉａｎｇ，ＺｈｕＤａｌｉｎ，ＱｉｎＨｏｎｇｌｉｎｇ，ｅｔａｌ．Ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆｎｏｒｍａｌｌｏａｄ’ｓａｎａｌｙｔｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｊｏｉｎｔｉｎｔｅｒｆａｃｅａｎｄ
ｑｕａｎｔｉｔａｔｉｖｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＣｈｉｎｅｓｅＳｏｃｉｅｔｙｆｏｒＡｇｒｉｃｕｌｔｕｒａｌＭａｃｈｉｎｅｒｙ，２０１１，４２（９）：２１３～
２１８．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

３４　曹衍龙，徐朋，金鹭，等．基于图形处理器的三维表面质量快速评定技术［Ｊ］．农业机械学报，２０１２，４３（３）：２１９～２２２，２２９．
ＣａｏＹａｎｌｏｎｇ，ＸｕＰｅｎｇ，ＪｉｎＬｕ，ｅｔａｌ．３Ｄｓｕｒｆａｃｅｑｕａｌｉｔｙｅｖａｌｕａｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎｇｒａｐｈｉｃｓｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｕｎｉｔ［Ｊ］．Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅ
ＣｈｉｎｅｓｅＳｏｃｉｅｔｙｆｏｒＡｇｒｉｃｕｌｔｕｒａｌＭａｃｈｉｎｅｒｙ，２０１２，４３（３）：２１９～２２２，２２９．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

３５　方子帆，贺青松，向兵飞，等．低张力缆索有限元模型及其应用［Ｊ］．工程力学，２０１３，３０（３）：４４５～４５０．
ＦａｎｇＺｉｆａｎ，ＨｅＱｉｎｇｓｏｎｇ，ＸｉａｎｇＢｉｎｇｆｅｉ，ｅｔａｌ．ＲｅｓｅａｒｃｈａｎｄａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｏｆＦＥｍｏｄｅｌｏｎｃａｂｌｅｓｉｎｌｏｗｔｅｎｓｉｏｎ［Ｊ］．Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，２０１３，３０（３）：４４５～４５０．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ



）

（上接第 ２８１页）
１１　李小彭，王伟，赵米鹊，等．考虑摩擦因素影响的结合面切向接触阻尼分形预估模型及其仿真［Ｊ］．机械工程学报，２０１２，

４８（２３）：４６～５０
ＬｉＸｉａｏｐｅｎｇ，ＷａｎｇＷｅｉ，ＺｈａｏＭｉｑｕｅ，ｅｔａｌ．Ｆｒａｃｔａｌｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｍｏｄｅｌｆｏｒｔａｎｇｅｎｔｉａｌｃｏｎｔａｃｔｄａｍｐｉｎｇｏｆｊｏｉｎｔｓｕｒｆａｃｅｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ
ｆｒｉｃｔｉｏｎｆａｃｔｏｒｓａｎｄｉｔｓｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２０１２，４８（２３）：４６～５０．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

１２　ＷａｎｇＳ，ＫｏｍｖｏｐｏｕｌｏｓＫ．Ａｆｒａｃｔａｌｔｈｅｏｒｙｏｆｔｈｅｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｉｎｔｈｅｓｌｏｗｓｌｉｄｉｎｇｒｅｇｉｍｅ：ｐａｒｔⅠ—ｅｌａｓｔｉｃ
ｃｏｎｔａｃｔａｎｄｈｅａｔｔｒａｎｓｆｅｒａｎａｌｙｓｉｓ［Ｊ］．ＡＳＭＥＪｏｕｒｎａｌｏｆＴｒｉｂｏｌｏｇｙ，１９９４，１１６（４）：８１２～８２２．

１３　ＷａｎｇＳ，ＫｏｍｖｏｐｏｕｌｏｓＫ．Ａｆｒａｃｔａｌｔｈｅｏｒｙｏｆｔｈｅｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｉｎｔｈｅｓｌｏｗｓｌｉｄｉｎｇｒｅｇｉｍｅ：ｐａｒｔＩＩ—ｍｕｌｔｉｐｌｅ
ｄｏｍａｉｎｓ，ｅｌａｓｔｏｐｌａｓｔｉｃｃｏｎｔａｃｔｓａｎｄａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＡＳＭＥＪｏｕｒｎａｌｏｆＴｒｉｂｏｌｏｇｙ，１９９４，１１６（４）：８２４～８３２．

１４　葛世荣，朱华．摩擦学的分形［Ｍ］．北京：机械工业出版社，２００５．
１５　朱育权，马保吉，姜凌彦．粗糙表面接触的弹性、弹塑性、塑性分形模型［Ｊ］．西安工业学院学报，２００１，２１（２）：１５０～１５７．

ＺｈｕＹｕｑｕａｎ，ＭａＢａｏｊｉ，ＪｉａｎｇＬｉｎｇｙａｎ．Ｔｈｅｅｌａｓｔｉｃｅｌａｓｔｏｐｌａｓｔｉｃａｎｄｐｌａｓｔｉｃｆｒａｃｔａｌｃｏｎｔａｃｔｍｏｄｅｌｓｆｏｒｒｏｕｇｈｓｕｒｆａｃｅ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆＸｉ’ａｎＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２００１，２１（２）：１５０～１５７．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

１６　ＪｏｈｎｓｏｎＫＬ．Ｃｏｎｔａｃｔｍｅｃｈａｎｉｃｓ［Ｍ］．Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ：ＣａｍｂｒｉｄｇｅＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＰｒｅｓｓ，１９８５．
１７　黄康，赵韩，陈奇．两圆柱体表面接触承载能力的分形模型研究［Ｊ］．摩擦学学报，２００８，２８（６）：５２９～５３３．

ＨｕａｎｇＫａｎｇ，ＺｈａｏＨａｎ，ＣｈｅｎＱｉ．Ｒｅｓｅａｒｃｈｏｆｆｒａｃｔａｌｃｏｎｔａｃｔｍｏｄｅｌｏｎｃｏｎｔａｃｔｃａｒｒｙｉｎｇｃａｐａｃｉｔｙｏｆｔｗｏｃｙｌｉｎｄｅｒｓ’ｓｕｒｆａｃｅ［Ｊ］．
Ｔｒｉｂｏｌｏｇｙ，２００８，２８（６）：５２９～５３３．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ



）

（上接第 ２９８页）
１２　ＣｈｅｎＹ，ＺｈａｎｇＭＭ，ＬｉｕＺＱ．Ｓｔｕｄｙｏｎｓｉｎｔｅｒｉｎｇｐｒｏｃｅｓｓｏｆｍａｇｎｅｔｉｃａｂｒａｓｉｖｅｐａｒｔｉｃｌｅｓ［Ｊ］．ＡｄｖａｎｃｅｄＭａｔｅｒｉａｌｓＲｅｓｅａｒｃｈ，

２０１１，３３７：１６３～１６７．
１３　芦亚萍，张军强，马季，等．超声磁粒复合研磨加工工艺参数控制系统设计［Ｊ］．农业机械学报，２００７，３８（８）：１６８～１７２．

ＬｕＹａｐｉｎｇ，ＺｈａｎｇＪｕｎｑｉａｎｇ，ＭａＪｉ，ｅｔａｌ．Ｓｔｕｄｙｏｎｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｏｆｕｌｔｒａｓｏｎｉｃｍａｇｎｅｔｉｃａｂｒａｓｉｖｅｆｉｎｉｓｈｉｎｇ［Ｊ］．Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅ
ＣｈｉｎｅｓｅＳｏｃｉｅｔｙｆｏｒＡｇｒｉｃｕｌｔｕｒａｌＭａｃｈｉｎｅｒｙ，２００７，３８（８）：１６８～１７２．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

１４　ＳｈｉｎｍｕｒａＴ．Ｍａｇｎｅｔｉｃａｂｒａｓｉｖｅｆｉｎｉｓｈｉｎｇｏｆｒｏｌｌｅｒｓ［Ｊ］．ＡｎｎａｌｓｏｆＣＩＲＰ，１９９４，４３（１）：１８１～１８４．
１５　芦亚萍，马季，蔡军伟，等．模具自由曲面磁力超精研磨控制系统［Ｊ］．农业机械学报，２００６，３７（７）：１６３～１６６．

ＬｕＹａｐｉｎｇ，ＭａＪｉ，ＣａｉＪｕｎｗｅｉ，ｅｔａｌ．Ｓｔｕｄｙｏｆｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍｉｎｍａｇｎｅｔｉｃａｂｒａｓｉｖｅｆｉｎｉｓｈｉｎｇｏｎｍｏｌｄｓｆｒｅｅｓｕｒｆａｃｅ
ｐｒｏｃｅｓｓ［Ｊ］．ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＣｈｉｎｅｓｅＳｏｃｉｅｔｙｆｏｒＡｇｒｉｃｕｌｔｕｒａｌＭａｃｈｉｎｅｒｙ，２００６，３７（７）：１６３～１６６．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

１６　ＦｅｒｒｅｉｒａＮＧ，ＡｂｒａｍｏｆＥ，ＣｏｒａｔＥＪ，ｅｔａｌ．Ｒｅｓｉｄｕａｌｓｔｒｅｓｓｅｓａｎｄｃｒｙｓｔａｌｌｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｏｆｈｅａｖｉｌｙｂｏｒｏｎｄｏｐｅｄｄｉａｍｏｎｄｆｉｌｍｓ
ａｎａｌｙｓｅｄｂｙｍｉｃｒｏＲａｍａｎｓｐｅｃｔｒｏｓｃｏｐｙａｎｄＸｒａｙｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｃａｒｂｏｎ，２００３，４１（６）：１３０１～１３０８．

３９２第 １０期　　　　　　　　　　　　　田红亮 等：结合部静摩擦因数修正与定量实验验证


