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两圆柱体结合面法向刚度分形预估模型及其仿真分析
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摘要：对 Ｍ Ｂ分形模型进行了修正，分析了微凸体弹性、弹塑性、塑性各阶段的变形性质。从宏观和微观相结合

的角度，建立了考虑摩擦因素的两圆柱体结合面法向刚度分形预估模型，该模型具有几何特性和尺度独立性，在一

定程度上完善了结合面动力学参数的分形模型。通过仿真分析揭示了实际接触面积、法向载荷和摩擦因数对圆柱

体结合面法向刚度的影响。仿真结果表明：两圆柱体结合面法向刚度随着实际接触面积的增大而增大，且在较大

分形维数时增大速率较快；随着法向载荷的增大而增大；随着摩擦因数的增大而持续减小，当摩擦因数小于 ０３

时，法向刚度随摩擦因数的增大呈线性衰减，当摩擦因数大于 ０３时，法向刚度随摩擦因数的增大呈指数衰减规

律。
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　　引言

长期以来国内外众多学者对结合面动态特性进

行了大量研究工作
［１～４］

。宏观方面主要是基于

Ｈｅｒｔｚ理论，从结合面几何参数、材料参数和边界条
件等宏观特性进行研究

［５］
，但对其微观特性（微观

形貌及表面粗糙度）考虑较少。微观方面则主要以

Ｍ Ｂ分形模型［６］
为基础，建立一系列结合面接触



刚度和接触阻尼分形模型，并仿真分析了微观参数

（分形维数、分形尺度参数、接触载荷）对分形模型

的影响规律
［７～９］

。但是 Ｍ Ｂ分形模型对接触表面
的宏观特性，如接触体的几何形状及接触方式考虑

较少，而且其主要针对两平面的接触特性进行分析，

对于圆柱面等曲面接触不能正确分析。赵韩等将平

面法向接触刚度模型进行了合理扩充，建立了两圆

柱体结合面的法向接触刚度分形模型
［１０］
，但是未充

分考虑摩擦因素的影响。而结合面之间的摩擦和间

隙具有非线性振动特性，会改变机构动力系统的拓

扑结构，致使系统的精度降低，引起振动、噪声等问

题。因此在结合面的分析中引入摩擦影响，研究考

虑摩擦影响的分形接触模型就显得迫切需要
［１１］
。

本文基于 Ｈｅｒｔｚ接触理论和修正后的 Ｍ Ｂ接
触模型，从宏观和微观相结合的角度，建立考虑摩擦

因素影响的两圆柱体结合面法向刚度分形预估模

型，通过数值仿真研究有关参数对结合面法向刚度

的影响，在一定程度上完善结合面动力学参数的分

形模型，为后续进行圆柱轴承、齿轮等曲面接触问题

分析奠定理论基础。

１　考虑摩擦因素的圆柱体结合面法向刚度
分形预估模型

１１　微凸体弹性、弹塑性和塑性各阶段变形性质
根据 Ｗａｎｇ和 Ｋｏｍｖｏｐｏｕｌｏｓ对粗糙表面接触模

型的研究
［１２～１３］

，事实上微凸体的变形方式分为弹

性、弹塑性和塑性３种，弹性变形到塑性变形的转换
并不是突变的。而 Ｍ Ｂ模型中将微凸体的变形简
化成由弹性变形突然转换成完全塑性变形，忽略了

由弹性变形到塑性变形的转换变形状态即弹塑性状

态，而且结合面之间的摩擦和间隙等非线性因素也

应考虑。基于此，本节对此进行了修正，对考虑摩擦

因素的结合面微凸体弹性、弹塑性和塑性各阶段变

形性质进行了分析。

图 １　两微凸体接触示意图

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｎｔａｃｔｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｔｗｏｅｌａｓｔｏｍｅｒｓ
　 Ｈｅｒｔｚ理论中两微凸体接触示意图如图 １所示。
由赫兹接触模型可知，基于真实结合面积中弹性变

形和塑性变形结合面积大小的研究结果，可以判定

微凸体由弹性变形转换为塑性变形的临界变形量为

δｃ (＝ πＫσｙ
２ )Ｅ

２

Ｒ （１）

式中　σｙ———材料屈服强度
Ｋ———材料硬度 Ｈ与屈服强度的相关系数，

满足 Ｈ＝Ｋσｙ
Ｅ———材料等效弹性模量
Ｒ———微凸体曲率半径

变形前微凸体表面轮廓的数学模型
［１４］
为

ｚ（ｘ）＝ＧＤ－１ａ１－０５Ｄ (ｃｏｓ πｘ
ａ )０５

（－０５ａ０５＜ｘ＜０５ａ０５） （２）
式中　ａ———实际接触面积

Ｇ———分形尺度参数
Ｄ———分形维数

对式（１）在 ｘ＝０处求值可得微凸体顶端接触
变形量为

δ＝ＧＤ－１ａ１－０５Ｄ （３）
根据式（１）也可以求出微凸体的曲率半径为

Ｒ＝ａ０５ＤＧ１－Ｄ／π （４）
当接触面有相对滑动摩擦时，微凸体开始发生

屈服的临界平均接触压力
［１５］
为

ｐμ＝１１ｋμσｙ （５）

其中 ｋμ＝
１－０２２８μ （０≤μ≤０３）

０９３２ｅ－１５８（μ－０３） （０３＜μ≤０９{ ）

式中　μ———摩擦因数
ｋμ———摩擦力修正因子

将式（５）代入式（１）中可得到考虑摩擦因素时
微凸体弹性临界变形量为

δμｃ (＝ ３πｐμ
４ )Ｅ

２

Ｒ (＝ ３３πｋμσｙ
４ )Ｅ

２

Ｒ （６）

将式（３）和（４）代入式（６）可得到微凸体弹性变
形临界面积为

ａμｃ (＝ ３３π０５ｋμσｙ
４ )Ｅ

２
１－Ｄ
Ｇ２ （７）

由赫兹理论可知，当微凸体实际接触面积大于

临界弹性接触面积 ａ＞ａμｃ时，此时微凸体发生弹性
变形。在此引入临界塑性接触面积 ａｐｔ，当微凸体实
际接触面积小于临界塑性接触面积 ａｐｔ时，微凸体将
发生完全塑性变形；当微凸体实际接触面积大于临

界塑性接触面积 ａｐｔ而小于临界弹性接触面积 ａμｃ
时，即 ａｐｔ＜ａ＜ａμｃ时，微凸体将处于弹塑性变形状
态。

根据 Ｊｏｈｎｓｏｎ理论［１６］
及式（３）和（４）得到临界

塑性接触面积 ａｐｔ为

ａｐｔ＝Ｇ (２ Ｅβ
σ )
ｙ

２
Ｄ－１

（８）

８７２ 农　业　机　械　学　报　　　　　　　　　　　　　　　　　２０１３年



其中 β＝
槡 (π ２ｍ＋１

２ )ｍ

２（ｍ－１）

（３０×０２
１
ｍ）

ｍ
ｍ－１

式中　ｍ———应变硬化指数
１２　考虑摩擦因素的两圆柱体结合面法向刚度分

形预估模型

对于两曲面之间的接触，接触点的面积分布

ｎ′（ａ）满足［１７］

ｎ′（ａ）＝－ｄＮ′（Ａ＞ａ）
ｄａ

＝λＤ２ψ
２－Ｄ
２ ａ

Ｄ
２
ｌａ

－Ｄ＋２２ （９）

其中 λ




＝
Ｃ (１

Ω（Ｂ，Ｅ）
Ｘ )
ｈ

Ｃ２

∑


Ｓ

Ｘｈ

ＦＣ２Ｘｈ

式中　∑Ｓ———两曲面的表面积之和
Ｘｈ———综合曲率半径
Ｂ———接触体宽度
Ｆ———曲面间法向载荷
Ω（Ｂ，Ｅ）———关于 Ｂ和 Ｅ的函数
Ｃ１、Ｃ２———与曲面几何形状有关的系数，其值

由曲面形式确定

对任一接触面积为 ａ的接触点，两圆柱面间的
法向载荷与接触面积有如下关系

［１４～１５］
：

（１）若 ａ＞ａμｃ，接触点发生弹性变形，接触载荷
为

Ｐｅ＝
４槡π
３
ＥＧＤ－１ａ

３－Ｄ
２ （１０）

（２）若 ａｐｔ＜ａ＜ａμｃ，接触点发生弹塑性变形，应
用球形压痕模型可得接触载荷为

Ｐｅｐ＝
２
３σ

ｍ－１
ｍ [ｓ ０２Ｅ２槡 (π ２ｍ＋１

２ )ｍ

２（ｍ－１ ]）
１
ｍ
·

Ｇ
Ｄ－１
ｍ ａ

２ｍ＋１－Ｄ (ｍ ２＋ｌｎ 
ｍ－１
ｍ

３×０２
１ )
ｍ

（１１）

（３）若 ａ＜ａｐｔ，接触点发生塑性变形，接触载荷
为

Ｐｐ＝ｋμσｙａ （１２）
整个真实接触面的接触载荷利用接触面积分布

函数 ｎ′（ａ）与单个接触点的载荷而求得
（１）当 ａｌ＜ａｐｔ时

Ｐ＝ｋμσｙＡｒ （１３）
（２）当 ａｐｔ＜ａｌ＜ａμｃ时

Ｐ＝ｋμσｙ∫
ａｐｔ

０
ｎ′（ａ）ａｄａ＋∫

ａｌ

ａｐｔ

Ｐｅｐｎ′（ａ）ａｄａ＝

λ Ｄ
２－Ｄ

ｋμσｙｋ２ａ
２－Ｄ
２
ｐｔ ＋

λｍＤｋ１
ξＧ

Ｄ－１
ｍ ｋ (２ ａ

ｋ１
２ｍ
ｌ －ａ

ｋ１
２ｍ )ｐｔ （１４）

（３）当 ａｌ＞ａμｃ且 Ｄ≠１５时

Ｐ＝ｋμσｙ∫
ａｐｔ

０
ｎ′（ａ）ａｄａ＋∫

ａμｃ

ａｐｔ

Ｐｅｐｎ′（ａ）ａｄａ＋

∫
ａｌ

ａμｃ

Ｐｅｎ′（ａ）ａｄａ＝λ
Ｄ
２－Ｄ

ｋμσｙｋ２ａ
２－Ｄ
２
ｐｔ ＋

λｍＤｋ１
ξＧ

Ｄ－１
ｍ ｋ２（ａ

ｋ１
２ｍ
μｃ－ａ

ｋ１
２ｍ
ｐｔ）＋

λ ４槡πＤ
３（３－２Ｄ）

ＥＧＤ－１ｋ２（ａ
３－２Ｄ
２

ｌ －ａ
３－２Ｄ
２
μｃ ） （１５）

其中　ｋ１＝２ｍ＋１－（ｍ＋１）Ｄ　ｋ２＝ψ
２－Ｄ
２ ａ

Ｄ
２
ｌ

ξ＝２３σ
ｍ－１
ｍ [ｙ ０２Ｅ槡 (π ２ｍ＋１

２ )ｍ

２（ｍ－１

]
）

１
ｍ

(

·

２＋ｌｎ ψ
ｍ－１
ｍ

３×０２
１ )
ｍ

（４）当 ａｌ＞ａμｃ且 Ｄ＝１５时

Ｐ＝３λｋμσｙψ
１
４ａ

３
４
ｌａ

１
４
ｐｔ＋λπ

１
２ＥＧ

１
２ψ

１
４ａ

３
４
ｌｌｎ
ａｌ
ａμｃ
＋

λ ３ｍｍ－１ξ
Ｇ
１
２ｍψ

１
４ａ

３
４
ｌ（ａ

ｍ－１
４ｍ
μｃ －ａ

ｍ－１
４ｍ
ｐｔ ） （１６）

根据赫兹理论单个微凸体的法向接触刚度为

Ｋｎ＝∫ｋｎｎ′（ａ）ｄａ （１７）

故当结合面发生弹性变形、弹塑性变形和塑性

变形时结合面的法向接触刚度为

Ｋｎ＝∫
ａｌ

ａμｃ

ｋｎｎ′（ａ）ｄａ＋∫
ａμｃ

ａｐｔ

ｋｎｎ′（ａ）ｄａ＝

２λＥＤψ１－０５Ｄａ
Ｄ
２
ｌ

槡π（１－Ｄ）
（ａ

１－Ｄ
２
ｌ －ａ

１－Ｄ
２
μｃ ）＋

２λＥ′Ｄψ１－０５Ｄａ
Ｄ
２
ｌ

槡π（１－Ｄ）
（ａ

１－Ｄ
２
μｃ －ａ

１－Ｄ
２
ｐｔ ） （１８）

式中　Ｅ′———弹塑性变形阶段的相当弹性模量
由 Ｅ＝σ／ε＝Ｐｌ／（ＡΔｌ）可知，在弹塑性变形阶

段，接触面积增大，应力减小，变形量增加，因此，弹

性模量减小，故取 Ｅ′＝０９Ｅ。
式（１８）包含了结合面微观形貌的摩擦因数 μ、

分形维数 Ｄ、分形尺度参数 Ｇ以及宏观几何尺寸等
参数，从而构成了考虑摩擦因素的两曲面结合面法

向接触刚度分形预估模型。

２　分形预估模型的数值仿真分析

２１　分形模型可行性分析
无量纲实际接触面积与单点最大接触面积有关

系
［１４］

Ａｒ＝
Ｄ
２－Ｄψ

２－Ｄ
２ ａｍａｘ （１９）

取无量纲 σｙ／Ｅ＝０００１，摩擦因数 μ＝０５，分
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形维数 Ｄ＝１３０，分形尺度参数 Ｇ＝１３６×１０－１１ｍ；
两圆柱体 Ｒ１＝１００ｍｍ，Ｒ２＝５０ｍｍ，Ｆ＝１０００Ｎ，Ｂ＝
５０ｍｍ，Ｅ＝１５５０００ＭＰａ，代入式（１０）后得 λ＝０９６，
仿真时取 １。对比分析本文所建立的考虑摩擦因
素、弹塑性变形状态曲面模型与文献［１０］中既不考
虑摩擦、又不考虑弹塑性变形模型的结果如图 ２所
示。

图 ２　考虑摩擦弹塑性模型与未考虑摩擦弹塑性

模型法向刚度对比

Ｆｉｇ．２　Ｃｕｒｖｅｓｏｆｎｏｒｍａｌｃｏｎｔａｃｔｓｔｉｆｆｎｅｓｓｉｎ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ
　

　　

　　由图２可知：①在相同参数下，考虑摩擦的两圆
柱体结合面法向刚度小于未考虑摩擦法向刚度，这

主要是因为由于摩擦力的存在，微凸体临界弹性接

触面积增大，与无摩擦模型相比，接触点接触面积小

于临界接触面积比例增加，即处于塑性变形的比例

增加，结合面刚度相应地减小。②既考虑摩擦、又
考虑弹塑性变形结合面法向刚度大于既不考虑摩

擦、又不考虑弹塑性变形时的法向刚度，这主要因

为除了摩擦因素的影响外，本文考虑了微凸体弹

塑性阶段变形，减小了处于塑性变形的比例，使结

合面阻尼减小刚度增大。这证明了本文所建立的

既考虑摩擦、又考虑微凸体弹塑性变形模型的合

理性。

２２　法向刚度与实际接触面积的关系

根据式（１８）和式（１９），其他参数不变，取 μ＝
０５，Ｄ＝１３０、１３８、１４５、１５０，相应的 ψ＝２１８３７、
２１０３３、２０４１１、２０００７［１４］，仿真分析法向刚度与
实际接触面积的关系曲线，如图３所示。

图 ３　不同分形维数下法向刚度与实际接触面积的关系曲线

Ｆｉｇ．３　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｂｅｔｗｅｅｎｎｏｒｍａｌｃｏｎｔａｃｔｓｔｉｆｆｎｅｓｓａｎｄｒｅａｌｃｏｎｔａｃｔａｒｅａａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒａｃｔａｌｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ

（ａ）Ｇ＝１３６×１０－９ｍ　（ｂ）Ｇ＝１３６×１０－１０ｍ　（ｃ）Ｇ＝１３６×１０－１１ｍ
　
　　图 ３表明，μ＝０５时，圆柱体结合面法向刚度
Ｋｎ随着实际接触面积 Ａｒ的增大而增大。这主要是
因为实际接触面积越大，弹性接触变形所占比例越

大，结合面存储的弹性应变能力越强，刚度越大。指

定实际接触面积时，分形维数越大，法向刚度越大。

结论与文献［９］一致，所以可以通过增大分形维数
来提高结合面刚度。对比图 ３可以得出，分形特征
尺度参数 Ｇ越小，法向刚度越大。原因为分形特征
尺度参数 Ｇ越小即结合面间粗糙度越小，弹性接触
变形所占比例越大。所以降低圆柱结合面间的粗糙

度有助于提高法向刚度。

２３　法向刚度与法向载荷的关系
根据式（１３）～（１６）和式（１８），其他参数不变，

取 Ｇ＝１３６×１０－９ｍ，Ｄ＝１３０、１３８、１４５、１５０，仿
真分析法向刚度与法向载荷的关系曲线，如图 ４所
示。

图４表明，圆柱结合面法向刚度 Ｋｎ随着法向载

图 ４　不同分形维数下法向刚度与法向载荷的关系曲线

Ｆｉｇ．４　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｂｅｔｗｅｅｎｎｏｒｍａｌｃｏｎｔａｃｔｓｔｉｆｆｎｅｓｓａｎｄ

ｎｏｒｍａｌｃｏｎｔａｃｔｆｏｒｃｅａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒａｃｔａｌｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ
　
荷 Ｐ的增大而增大，这与文献［１０］中结论一致。而
且 Ｄ越大，法向刚度随法向载荷的增幅越大。主要
原因为结合面法向载荷 Ｐ越大，结合面间的实际接
触面积 Ａｒ越大，其承受法向载荷的能力也越大。所
以，增大圆柱结合面法向载荷有利于提高其法向刚

度。
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２４　法向刚度与摩擦因数的关系
根据式（７）、式（８）和式（１８），其他参数不变，取

Ｇ＝１３６×１０－９ｍ，Ａｒ＝００１，无量纲 σｙ／Ｅ＝０００１，
Ｄ＝１３０、１３８、１４５、１５０，仿真分析法向刚度与摩
擦因数的关系曲线，如图５所示。

图 ５　不同分形维数下法向刚度与摩擦因数的关系曲线

Ｆｉｇ．５　Ｒｅｌａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｂｅｔｗｅｅｎｎｏｒｍａｌｃｏｎｔａｃｔｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

ａｎｄｆｒｉｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒａｃｔａｌｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ
　
图５表明，圆柱结合面法向刚度随着结合面摩

擦因数的增大而持续减小，表现为当摩擦因数小于

０３时，法向刚度随摩擦因数的增大呈线性衰减，当
摩擦因数大于 ０３时，法向刚度随摩擦因数的增大
　　

呈指数衰减规律，并且减小速度随着分形维数 Ｄ的
增大而迅速地减小。因此，可以在较大分形维数 Ｄ
时，通过减小两圆柱结合面间的摩擦因数来提高法

向刚度。

３　结论

（１）修正了 Ｍ Ｂ分形模型，分析了结合面弹
性、弹塑性和塑性各阶段的变形性质；从宏观和微观

相结合的角度，建立了考虑摩擦因素的两圆柱面结

合面法向刚度分形预估模型，在一定程度上完善了

结合面动力学参数的分形模型，为解决圆柱体、齿轮

等曲面接触问题提供了一定的理论基础。

（２）两圆柱结合面法向刚度随着实际接触面积
的增大而增大，且在较大分形维数时增大速率较快；

随着分形特征尺度参数的增大而减小；随着法向载

荷的增大而增大；随着摩擦因数的增大而持续减小，

当摩擦因数小于 ０３时，法向刚度随摩擦因数的增
大呈线性衰减，当摩擦因数大于０３时，法向刚度随
摩擦因数的增大呈指数衰减规律，并且减小速度随

着分形维数 Ｄ的增大而迅速地减小。
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