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摘要：提出了一种球面变胞机构。该机构采用并联连接方式，由动平台、静平台、３个环形支链和 １个中间变胞支

链组成，通过变胞支链提供不同约束，机构可演变为正常构态和变胞构态两种机构形式。正常构态时，动平台相对

静平台具有 ３个转动自由度，等效于 ３自由度球面机构；变胞构态时，动平台具有一个额外的径向移动自由度。以

螺旋理论为基础，首先分析机构的自由度数目和性质；其次，构建机构的运动子矩阵和约束子矩阵，并将约束子矩

阵和运动子矩阵联立，建立完整的 ６×６雅可比矩阵；最后，分析雅可比矩阵的秩，得到机构产生奇异位形的条件，

研究奇异位形的类型，提出避免发生奇异的方法，为机构设计提供理论依据。
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　　引言

基于生物学中细胞分裂和融合现象，戴建生等

通过研究花样折纸等工艺品
［１～２］

，提出了变胞机

构
［３］
和变胞原理的概念

［４］
，用以描述和研究可根据

环境和工况的变化，从一种机构形式（构态）转变为



另一种机构形式的变拓扑机械系统。变胞机构的多

构态与多功能特性使其具有传统机构无法比拟的适

应能力。

并联式３自由度球面机构是少自由度并联机构
的重要研究对象

［５～７］
，可实现空间３个转动自由度，

广泛用于卫星随动装置、灵巧眼
［８～９］

、数控回转

台
［１０］
、隧道管片安装机器人

［１１］
、微调机器人

［１２］
等工

程实际中，还可应用于仿生球面关节的设计，如肩关

节、髋关节和踝关节
［１３～１４］

等。目前所研究的并联式

球面机构均属于传统机构范畴，具有确定的自由度，

且当机构中各个构件的几何参数与物理参数确定

后，机构的各项性能指标也随之确定
［１５～１６］

。然而，

在某些特殊工况或极端条件下，执行机构需对其某

些性能指标甚至自由度进行调整和变更，以适应环

境和任务的要求。

本文基于变胞原理，提出一种球面变胞机构，以

该变胞机构为研究对象，建立并联式球面变胞机构

完整的雅可比矩阵
［１７～１８］

，分析机构产生奇异
［１９］
的

条件，探索变胞机构构态变换对机构奇异位型的影

响。

１　机构结构描述与自由度分析

１１　机构结构描述
本文所研究的并联式球面变胞机构如图 １所

示。它由静平台、动平台、３条结构相同的环形支链
ｌｉ（ｉ＝１，２，３），以及１条中间变胞支链 ｌ０组成。静平
台是以 Ｏ为圆心、ａ为半径的环形导轨，动平台是以
Ｏ′为中心、ｂ为外接圆半径的三角形。

图 １　并联式球面变胞机构示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｐａｒａｌｌｅｌｓｐｈｅｒｉｃａｌ

ｍｅｔａｍｏｒｐｈｉｃｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
环形支链为（Ｐ１ｉＲ２ｉＲ３ｉ）ＮＰ４ｉＲ５ｉ结构，其中 Ｒ表

示转动副、Ｐ表示移动副，下标 ｊｉ表示第 ｉ环形支链
中的第 ｊ运动副，如图２ａ所示。移动副 Ｐ１ｉ只具有绕

环形导轨中轴线的一个转动自由度，因此可将移动

副 Ｐ１ｉ等价为转动副 Ｒ１ｉ，Ｒ１ｉ、Ｒ２ｉ和 Ｒ３ｉ轴线相交于点
Ｏ，Ｒ５ｉ轴线与动平台所在平面重合且与 Ｐ４ｉ轴线垂直
相交于点 Ｃｉ。以 Ｓｊｉ表示第 ｉ环形支链中第 ｊ个运动
副的瞬时运动螺旋轴的单位矢量，根据螺旋的互逆

性与坐标系的选取无关这一原则，以静平台几何中

心 Ｏ为原点建立静坐标系 Ｏｘｙｚ，其中，ｚ轴垂直于静
平台向上，ｘ轴任意，ｙ轴符合右手定则（图 １）。可
知３条环形支链的运动螺旋系为

＄１ｉ＝（Ｓ１ｉ；０）

＄２ｉ＝（Ｓ２ｉ；０）

＄３ｉ＝（Ｓ３ｉ；０）

＄４ｉ＝（０；Ｓ３ｉ）

＄５ｉ＝（Ｓ５ｉ；（ａ－ｄ４ｉ）Ｓ３ｉ×Ｓ５ｉ













）

（１）

式中　ｄ４ｉ———线段 ＢｉＣｉ的长度
根据几何约束条件，环形支链的约束反螺旋系

为

＄ｒｉ１＝（Ｓ５ｉ；０） （２）
中间变胞支链可通过改变自身结构，为动平台

提供２种不同约束，实现正常构态与变胞构态的切
换。机构在变胞构态下（设为构态 １），中间变胞支
链为（Ｒ１０Ｒ２０Ｒ３０）ＮＰ４０结构，其中 Ｒ１０轴线过点 Ｏ且
与环形导轨中轴线重合，Ｒ１０、Ｒ２０和 Ｒ３０轴线相交于
点 Ｏ，Ｐ４０分别与转动副 Ｒ３０和动平台 Ｃ１Ｃ２Ｃ３垂直相
交于点 Ｏ和点 Ｏ′，如图 ２ｂ所示。故构态 １时中间
变胞支链的运动螺旋系为

１＄１０＝（Ｓ１０；０）
１＄２０＝（Ｓ２０；０）
１＄３０＝（Ｓ３０；０）
１＄４０＝（０；Ｓ４０













）

（３）

图 ２　环形支链与中间支链结构示意图

Ｆｉｇ．２　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｃｉｒｃｌｅｌｅｇａｎｄｍｉｄｄｌｅｌｅｇ
（ａ）环形支链　（ｂ）中间支链

　
约束反螺旋系为

１＄ｒ０１＝（Ｓ３０；０）
１＄ｒ０２＝（Ｓ３０×Ｓ４０；０{ ）

（４）

机构在正常构态（设为构态 ２）下，中间变胞支
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链为（Ｒ１０Ｒ２０Ｒ３０）Ｎ结构，即在构态 １机构的基础上，

根据限动／使动运动副法，通过一定变胞方式［２０］
限

制 Ｐ４０移动，如图３所示。

图 ３　中间支链变结构示意图

Ｆｉｇ．３　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｃｈａｎｇｅｏｆｍｉｄｄｌｅｌｅｇ
　
故构态２时中间变胞支链的运动螺旋系为

２＄１０＝（Ｓ１０；０）
２＄２０＝（Ｓ２０；０）
２＄３０＝（Ｓ３０；０

{
）

（５）

约束反螺旋系为
２＄ｒ０１＝（１，０，０；０，０，０）
２＄ｒ０２＝（０，１，０；０，０，０）
２＄ｒ０３＝（０，０，１；０，０，０

{
）

（６）

１２　机构自由度分析
根据式（２）和式（４），构态１时全部 ４个支链共

产生５个约束力以约束动平台的运动，由于各个支
链产生的约束力不共轴，不构成公共约束；产生的

５个约束力共面汇交于点 Ｏ且平行于动平台所在平
面，所以它们彼此线性相关，最大线性无关组为 ２，
限制了动平台沿其所在平面的 ２个移动自由度，故
存在３个冗余约束；此外，机构中不存在虚约束。根
据修正的 Ｋｕｔｚｂａｃｈ Ｇｒｕｂｌｅｒ自由度计算公式为［２１］

Ｆ＝ｃ（ｅ－ｇ－１）＋∑
ｇ

ｋ＝１
ｆｋ＋ｖ－ξ （７）

式中　Ｆ———机构自由度
ｅ———包括机架的构件数目
ｇ———运动副数目
ｆｋ———第 ｋ个运动副的自由度
ｃ———机构的阶或公共约束因子
ｖ———机构的冗余约束数目
ξ———虚约束数目

构态１机构的自由度为

１Ｆ＝ｃ（ｅ－ｇ－１）＋∑
ｇ

ｋ＝１
ｆｋ＋ｖ－ξ＝

６（１７－１９－１）＋１９＋３＝４
即构态１机构为 ４自由度机构，此构态下动平台具
有空间３个转动自由度和１个沿垂直于动平台方向
（即径向）的移动自由度。

同理，由式（２）和式（６）可知，构态 ２时全部
４个支链共产生６个空间汇交于点 Ｏ的约束力，最
大线性无关组为 ３，限制了动平台的 ３个空间移动
自由度，存在 ３个冗余约束。根据式（７）易知２Ｆ＝
３，即构态２机构为 ３自由度机构，此构态下动平台
只具有空间３个转动自由度。

由于在机构任何可能的运动中，各个分支的运

动副因结构的限制总保持原有的几何关系，建立如

图１所示的坐标系，得到的式（１）、式（３）、式（５）都
保持不变，２种构态下机构的自由度均具有全周性，
且可通过控制移动副 Ｐ４０的限动与使动状态实现球
面变胞机构的构态切换。

２　完整雅可比矩阵

２１　约束子矩阵
根据文献［１８］，构态 １机构动平台的瞬时速度

可表示为

１＄^ｐ＝θ
·

１ｉ＄１ｉ＋θ
·

２ｉ＄２ｉ＋θ
·

３ｉ＄３ｉ＋ｄ
·

４ｉ＄４ｉ＋θ
·

５ｉ＄５ｉ
（ｉ＝１，２，３） （８）

１＄^ｐ＝θ
·

１０＄１０＋θ
·

２０＄２０＋θ
·

３０＄３０＋ｄ
·

４０＄４０ （９）

式中　θ
·

ｊｉ———环形支链 ｉ第 ｊ关节的转动速率

ｄ
·

ｊｉ———环形支链 ｉ第 ｊ关节的移动速率

θ
·

ｊ０———中间支链第 ｊ关节的转动速率

ｄ
·

ｊ０———中间支链第 ｊ关节的移动速率
在机构自由度分析的过程中，已得到构态 １机

构的约束螺旋系为
１＄ｒ１１＝（Ｓ５１；０）
１＄ｒ２１＝（Ｓ５２；０）
１＄ｒ３１＝（Ｓ５３；０）
１＄ｒ０１＝（Ｓ３０；０）
１＄ｒ０２＝（Ｓ３０×Ｓ４０；０















）

（１０）

上述 ５个约束力螺旋共面汇交于点 Ｏ且平行
于动平台所在平面，最大线性无关组为 ２，根据几何
约束条件易知

１＄ｒ０１＝（Ｓ３０；０）
１＄ｒ０２＝（Ｓ３０×Ｓ４０；０{ ）

（１１）

为式（１０）所示约束螺旋系的一组基，以１＄ｒ表示。
对式（８）两边用１＄ｒ做互易积，可得

１＄^ｐ＄
ｒ＝０ （１２）

写成矩阵形式，有

１＄^ｐ
１Ｊｃ＝０ （１３）

其中
１Ｊｃ＝

０３×１ ０３×１
ＳＴ３０ （Ｓ３０×Ｓ４０）[ ]Ｔ
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式（１３）中１Ｊｃ为构态１机构完整雅可比矩阵的约束
子矩阵，其列矢量的物理意义是施加于动平台的

２个约束力。
同理可得，构态 ２机构完整雅可比矩阵的约束

子矩阵为

２Ｊｃ＝
０３×３
Ｅ[ ]
３×３

（１４）

式中　Ｅ———单位矩阵
２２　运动子矩阵

锁定环形支链 ｌｉ中的主动关节，即移动副 Ｐ１ｉ。

此时，每个环形支链的运动螺旋在静坐标系下的

Ｐｌｕｃｋｅｒ坐标为
＄２ｉ＝（Ｓ２ｉ；０）＝（ｌ２ｉ，ｍ２ｉ，０；０，０，０）

＄３ｉ＝（Ｓ３ｉ；０）＝（ｌ３ｉ，ｍ３ｉ，ｎ３ｉ；０，０，０）

＄４ｉ＝（０；Ｓ４ｉ）＝（０，０，０；ｌ３ｉ，ｍ３ｉ，ｎ３ｉ）

＄５ｉ＝（Ｓ５ｉ；（ａ－ｄ４ｉ）Ｓ３ｉ×Ｓ５ｉ）＝

　　（ｌ５ｉ，ｍ５ｉ，ｎ５ｉ；ｐ５ｉ，ｑ５ｉ，ｋ５ｉ













）

（１５）

约束螺旋系的秩增加到２［１８］，增加的反螺旋为
＄ｒｉ２＝（Ｓ

ｒ
ｉ２；Ｓ

ｒ０
ｉ２）＝（ｌ

ｒ
ｉ，ｍ

ｒ
ｉ，ｎ

ｒ
ｉ；ｐ

ｒ
ｉ，ｑ

ｒ
ｉ，ｋ

ｒ
ｉ） （１６）

可根据求解反螺旋的代数方法
［２２］
，得

ｎｒｉ＝０

ｌｒｉ＝

ｌ５ｉ ｍ５ｉ ｎ５ｉ ｑ５ｉ
ｌ２ｉ ｍ２ｉ ０ ０

ｌ３ｉ ｍ３ｉ ｎ３ｉ ０

０ ０ ０ ｍ３ｉ

＝ｎ３ｉｍ３ｉ（ｌ５ｉｍ２ｉ＋ｍ５ｉｌ２ｉ）

ｍｒｉ＝

ｌ５ｉ ｍ５ｉ ｎ５ｉ ｐ５ｉ
ｌ２ｉ ｍ２ｉ ０ ０

ｌ３ｉ ｍ３ｉ ｎ３ｉ ０

０ ０ ０ ｌ３ｉ

＝ｎ３ｉｌ３ｉ（ｌ５ｉｍ２ｉ＋ｍ５ｉｌ２ｉ）

ｐｒｉ＝

ｍ５ｉ ｎ５ｉ ｐ５ｉ ｑ５ｉ
ｍ２ｉ ０ ０ ０

ｍ３ｉ ｎ３ｉ ０ ０

０ ０ ｌ３ｉ ｍ３ｉ

＝ｍ２ｉｎ３ｉ（ｐ５ｉｍ３ｉ＋ｑ５ｉｌ３ｉ）

ｑｒｉ＝

ｌ５ｉ ｎ５ｉ ｐ５ｉ ｑ５ｉ
ｌ２ｉ ０ ０ ０

ｌ３ｉ ｎ３ｉ ０ ０

０ ０ ｌ３ｉ ｍ３ｉ

＝ｌ２ｉｎ３ｉ（ｐ５ｉｍ３ｉ＋ｑ５ｉｌ３ｉ）

ｋｒｉ＝

ｌ５ｉ ｍ５ｉ ｐ５ｉ ｑ５ｉ
ｌ２ｉ ｍ２ｉ ０ ０

ｌ３ｉ ｍ３ｉ ０ ０

０ ０ ｌ３ｉ ｍ３ｉ

＝

（ｍ３ｉｐ５ｉ＋ｌ３ｉｑ５ｉ）（ｌ２ｉｍ３ｉ－ｌ３ｉｍ２ｉ）

对式（８）两边用 ＄ｒｉ２做互易积，可得

１＄^ｐ＄
ｒ
ｉ２＝θ

·

１ｉ　（ｉ＝１，２，３） （１７）
写成矩阵形式，有

１＄^ｐ
１Ｊｘ１＝ｑ

·

１ （１８）

其中
１Ｊｘ１＝

Ｓｒ０Ｔ１２ Ｓｒ０Ｔ２２ Ｓｒ０Ｔ３２
ＳｒＴ１２ ＳｒＴ２２ ＳｒＴ







３２

ｑ·１＝［θ
·

１１ θ
·

１２ θ
·

１３］
Ｔ

式（１８）中１Ｊｘ１为完整雅可比矩阵中运动子矩阵
的第１部分，其物理意义是 ３条环形支链施加在动
平台上的３个驱动力偶。

类似地，锁定中间支链 ｌ０中的主动关节，即移动
副 Ｐ４０。此时，中间支链约束螺旋系的秩增加到 ３，
所增加的反螺旋为

＄ｒ０３＝（Ｓ４０；０） （１９）

对式（９）两边用 ＄ｒ０３做互易积，可得
１＄^ｐ＄

ｒ
０３＝ｄ

·

４０　（ｉ＝１，２，３） （２０）
写成矩阵形式，有

１＄^ｐ
１Ｊｘ２＝ｑ

·

２ （２１）

其中
１Ｊｘ２＝

０３×１
ＳＴ[ ]
４０

　ｑ·２＝［ｄ
·

４０］

式（２１）中１Ｊｘ２为完整雅可比矩阵中运动子矩阵
的第２部分，其物理意义是中间支链施加在动平台
上的１个驱动力。

联合式（１８）和式（２１）可得
１＄^ｐ

１Ｊｘ＝ｑ
·

（２２）

其中
１Ｊｘ＝

Ｓｒ０Ｔ１２ Ｓｒ０Ｔ２２ Ｓｒ０Ｔ３２ ０３×１
ＳｒＴ１２ ＳｒＴ２２ ＳｒＴ３２ ＳＴ







４０

ｑ· ＝ θ
·

１１ θ
·

１２ θ
·

１３ ｄ
·[ ]４０

Ｔ

式（２２）中的１Ｊｘ就是构态 １机构完整雅可比矩阵的
运动子矩阵。

联合式（１３）和式（２２）可得
１＄^ｐ

１Ｊ＝１ｑ·０ （２３）

其中
１Ｊ＝

Ｓｒ０Ｔ１２ Ｓｒ０Ｔ２２ Ｓｒ０Ｔ３２ ０３×１ ０３×１ ０３×１
ＳｒＴ１２ ＳｒＴ２２ ＳｒＴ３２ ＳＴ４０ ＳＴ３０ （Ｓ３０×Ｓ４０）








Ｔ

１ｑ·０＝［θ
·

１１ θ
·

１２ θ
·

１３ ｄ
·

４０ ０ ０］Ｔ

式（２３）中的矩阵１Ｊ就是构态 １机构的完整雅
可比矩阵，可用于分析构态１机构产生奇异的条件。

构态发生变换后，构态 ２机构动平台的瞬时速
度可表示为

２＄^ｐ＝θ
·

１ｉ＄１ｉ＋θ
·

２ｉ＄２ｉ＋θ
·

３ｉ＄３ｉ＋ｄ
·

４ｉ＄４ｉ＋θ
·

５ｉ＄５ｉ
（ｉ＝１，２，３） （２４）
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２＄^ｐ＝θ
·

１０＄１０＋θ
·

２０＄２０＋θ
·

３０＄３０ （２５）

根据变胞条件，易知
１Ｊｘ１即为构态２机构完整雅

可比 矩 阵 的 运 动 子 矩 阵
２Ｊｘ。联 合 式 （１４）与

式（１８），可得

２＄^ｐ
２Ｊ＝２ｑ·０ （２６）

其中
２Ｊ＝

Ｓｒ０１２
Ｔ Ｓｒ０２２

Ｔ Ｓｒ０３２
Ｔ ０３×３

Ｓｒ１２
Ｔ Ｓｒ２２

Ｔ Ｓｒ３２
Ｔ Ｅ







３×３

２ｑ·０＝［θ
·

１１ θ
·

１２ θ
·

１３ ０ ０ ０］Ｔ

式（２６）中的２Ｊ就是构态 ２机构的完整雅可比矩阵，
可用于分析构态２机构产生奇异的条件。

３　奇异性分析

当雅可比矩阵不满秩时，机构发生奇异
［１７］
。

Ｔｓａｉ等［１８］
将奇异类型分为约束奇异和运动奇异两

大类。当约束子矩阵不满秩时，机构发生约束奇异；

当运动子矩阵不满秩，或者完整雅可比矩阵不满秩

但约束子矩阵满秩时，机构发生运动奇异。

考察构态１机构的完整雅可比矩阵式（２３），得
到３种不满秩情况：①动平台的一条边（设为 Ｃ１Ｃ２
边）与静平台所在 Ｏｘｙ平面重合时，＄ｒ１２与 ＄

ｒ
２２线性

相关。②转动副 Ｒ３ｉ轴线与静坐标系 ｚ轴重合时，

＄ｒｉ２＝０。③２条环形支链（设为 Ａ１Ｂ１Ｃ１和 Ａ２Ｂ２Ｃ２）
所在平面重合且与静平台所在 Ｏｘｙ平面垂直时，
＄ｒ１２与 ＄

ｒ
２２线性相关。

上述３种奇异位型均属于运动奇异。第１种奇
异位型时，机构处于极限位置，可通过限制动平台转

动范围予以避免；第 ２种奇异位型可通过合理设计
构件ＡｉＢｉ的结构参数∠ＡｉＯＢｉ予以避免；第３种奇异

位型可通过合理设计动平台形状及转动副 Ｒ５ｉ的轴
线方向予以避免。

考察完整雅可比矩阵式（２６），易知构态 ２机构
除上述３种奇异位型外，还存在第４种奇异位形，即
环形支链 ＡｉＢｉＣｉ所在平面与静平台所在 Ｏｘｙ平面垂

直时，＄ｒｉ２与
２＄ｒ０２线性相关，机构发生运动奇异。此

奇异位形下，机构处于极限位置，可通过限制转动副

Ｒ２ｉ的转角范围予以避免。

４　结论

（１）提出了一种并联式球面变胞机构，该机构
具有正常构态和变胞构态２种工作形式。以螺旋理
论为基础，分析和验证了 ２种构态下机构的自由度
数目和自由度特性。其中，正常构态下，机构具有空

间３转动自由度；变胞构态下，机构具有额外１个径
向自由度。

（２）基于对偶螺旋理论，构建了并联式球面变
胞机构各个构态的约束子矩阵和运动子矩阵，并以此

为基础，完成了各构态机构完整雅可比矩阵的建立。

（３）根据各构态机构完整雅可比矩阵的秩，分
析了不同构态下机构产生奇异的条件，阐述了奇异

所属类型，并给出了避免奇异的途径。

（４）对变胞机构的奇异位型进行了研究。变胞
源机构

［２０］
（文中为构态 １机构）可通过一定的变胞

方式演变为各子构态机构。根据对并联式球面变胞

机构奇异位型的分析，可以发现，变胞源机构与子构

态机构相互变换的过程中，机构发生奇异的条件也

会发生变化。因此，对变胞机构进行奇异性分析时，

不能仅以变胞源机构为分析对象，还应包含全部子

构态机构。
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