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摘要：通过引入固定、浮动坐标系和支撑函数法，揭示瞬时一维直线区域和投影得到瞬时区间套，进而提出推程、回

程和整程区间套等概念，给出了求解平底方位线容许选择区域、凸轮基圆半径 ｒ０许用取值范围的基本原理，推导得

到求解计算的一整套通用解析公式，得到解存在性和存在性态的系列判据，解决了作平面运动平底从动件盘形凸

轮机构的第Ⅱ类机构综合问题。

关键词：盘形凸轮机构　平底从动件　平面运动　机构综合

中图分类号：ＴＨ１１２２ 文献标识码：Ａ 文章编号：１０００１２９８（２０１３）０７０２８６０７

ＣｌａｓｓⅡ ＳｙｎｔｈｅｓｉｓｏｆＤｉｓｃＣａｍＭｅｃｈａｎｉｓｍｗｉｔｈ
ＦｌａｔｆａｃｅｄＦｏｌｌｏｗｅｒｉｎＰｌａｎａｒＭｏｔｉｏｎ

ＣｈａｎｇＹｏｎｇ１，２　ＬｉｎＲｏｎｇｆｕ１　ＬｉＹａｎｐｉｎｇ１

（１．ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＪｉｍｅｉＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｘｉａｍｅｎ３６１０２１，Ｃｈｉｎａ

２．ＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＴｒａｉｎｉｎｇＣｅｎｔｅｒ，ＪｉｍｅｉＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｘｉａｍｅｎ３６１０２１，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｂｙｕｓｉｎｇｆｉｘｅｄ／ｆｌｏａｔｉｎｇｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍａｎｄｔｈｅｓｕｐｐｏｒｔｆｕｎｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ，ｔｈｅｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓ
１Ｄｌｉｎｅａｒａｒｅａａｎｄｉｎｔｅｒｖａｌｓｅｔｓｗｅｒｅｐｒｏｐｏｓｅｄ．Ｔｈｅｒｉｓｅｍｏｔｉｏｎ，ｒｅｔｕｒｎｍｏｔｉｏｎａｎｄｗｈｏｌｅｍｏｔｉｏｎｉｎｔｅｒｖａｌ
ｓｅｔｓｗｅｒｅｐｕｔｆｏｒｗａｒｄ．Ｔｈｅｂａｓｉｃｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓｏｆｓｏｌｖｉｎｇｔｈｅａｌｌｏｗａｂｌｅｓｅｌｅｃｔｅｄａｒｅａｏｆｔｈｅｆｌａｔｆａｃｅｄｌｉｎｅａｎｄ
ｔｈｅａｌｌｏｗａｂｌｅｖａｌｕｅｒａｎｇｅｏｆｔｈｅｃａｍｂａｓｉｃｒａｄｉｕｓｗｅｒｅｐｒｏｐｏｓｅｄ．Ｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃｆｏｒｍｕｌａｅｗｅｒｅｄｅｒｉｖｅｄ．
Ｔｈｅｎｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌｃｒｉｔｅｒｉｏｎｏｆｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｅｘｉｓｔｅｎｃｅａｎｄｉｔｓｅｘｉｓｔｉｎｇｆｏｒｍｗｅｒｅｏｂｔａｉｎｅｄ．ＴｈｅｃｌａｓｓⅡ
ｓｙｎｔｈｅｓｉｓｏｆｄｉｓｃｃａｍｍｅｃｈａｎｉｓｍｗｉｔｈｆｌａｔｆａｃｅｄｆｏｌｌｏｗｅｒｉｎｐｌａｎａｒｍｏｔｉｏｎｗａｓｒｅｓｏｌｖｅｄ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：Ｄｉｓｃｃａｍｍｅｃｈａｎｉｓｍ　Ｆｌａｔｆａｃｅｄｆｏｌｌｏｗｅｒ　Ｐｌａｎａｒｍｏｔｉｏｎ　Ｓｙｎｔｈｅｓｉｓｏｆｍｅｃｈａｎｉｓｍ

收稿日期：２０１２ ０７ １５　修回日期：２０１２ ０９ １１

国家自然科学基金资助项目（５１１７５２２４）和福建省自然科学基金资助项目（２０１０Ｊ０１３０２＆２００６Ｊ０１６９）
作者简介：常勇，教授，主要从事凸轮与连杆机构学、机构的起源与进化理论研究，Ｅｍａｉｌ：ｃｈａｎｇｙｏｎｇ＠ｊｍｕ．ｅｄｕ．ｃｎ
通讯作者：李延平，教授，主要从事机构学、ＲＥ／ＲＰ／ＲＴ／ＣＡＥ研究，Ｅｍａｉｌ：ｙｐｌｉ＠ｊｍｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

　　引言

基于对德国进口高速印刷机机构的分析，笔者

提出作平面运动滚子从动件盘形凸轮机构的Ⅰ、Ⅱ
两类综合问题，对后者通过引入“瞬时、整程区间

（域）套”、“浮动数轴、坐标系”、“最经济搜索带域”

等系列概念和“降维快速求解”理论方法，取得较为

系统深入的研究成果
［１～３］

。

关于作平面运动平底从动件盘形凸轮机构，其

第Ⅱ类机构综合问题可归纳描述为：已知从动连杆
构件系统的运动学尺寸、输出件推／回程始、终位置

和（角）位移规律，推／回程许用压力角、凸轮轴心位
置和平底对连杆夹角等条件，求解平底容许选择区

域、凸轮基圆半径 ｒ０许用取值范围，等等。
以已有研究成果为基础，通过建立和引入固定、

浮动坐标系和支撑函数法，特别是揭示出瞬时一维

直线区域和投影得到瞬时区间套，进而提出推程、回

程和整程区间套的概念，给出求解平底方位线容许

选择区域、凸轮基圆半径 ｒ０许用取值范围的基本原
理，据此推导得到求解计算的一整套通用解析公式，

得到解的存在性和存在性态的一系列解析判据，解

决作平面运动平底从动件盘形凸轮机构的第Ⅱ类机



构综合问题。

１　第Ⅱ类机构综合问题的准确表述

图１所示为高速印刷机机构［１］
的平底从动件演

化机构。由凸轮、带平底连杆、摇块、摇杆和机架组

成，凸轮、摇杆分别为输入和输出件。

图 １　作平面运动平底从动件盘形凸轮机构结构简图

Ｆｉｇ．１　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｉａｇｒａｍｏｆｄｉｓｃｃａｍｍｅｃｈａｎｉｓｍｗｉｔｈ

ｆｌａｔｆａｃｅｄｆｏｌｌｏｗｅｒｉｎｐｌａｎａｒｍｏｔｉｏｎ
（ａ）凸轮顺时针转动　（ｂ）凸轮逆时针转动

１．凸轮　２．带平底连杆　３．摇块　４．摇杆　５．机架
　

机构综合问题的准确描述：

已知：机架和摇杆长度 ｌ０、ｌ４，摇杆推程始／终位
置 Ｏ２０Ａ、Ｏ２ｍＡ，行程／初位角 βｍ和 θ４０，推／回程运动
角 Ф０和 Ф′０，摇杆推／回程角位移 β＝β（θ１）和 βｒ＝
βｒ（θ１），θ１为凸轮转角；推程／回程许用压力角［α］和
［α］ｒ，凸轮 １、摇块 ３和机架 ５在 Ｏ１点处复铰，平底
（方位）线 ＧＧ′与连杆（方位）线 Ｏ１Ｏ２垂直。

求解：满足 α≤［α］∪α≤［α］ｒ∪ρ＞０条件的机
构解集，即平底线容许选择区域、凸轮基圆半径 ｒ０许
用取值范围，等等。式中 ρ为曲率半径。

显而易见，该机构综合问题属于第Ⅱ类机构综
合问题。

２　准备工作

２１　固定坐标系建立和预备公式推导
建立固定坐标系 Ｏ１ｘｙ，如图 １所示。选凸轮轴

心与坐标系原点 Ｏ１重合，ｘ轴正向与 Ｏ１Ａ正向一
致，θ２、θ４为 Ｏ１Ｏ２、ＡＯ２与 ｘ轴正向夹角，θ１为凸轮转
角。

建立机构封闭矢量方程（从略），连杆 ２（Ｏ１Ｏ２）

的长度、位置角和类角速度为

ｓ２＝ｓ２（θ１）＝（ｌ
２
０＋ｌ

２
４＋２ｌ０ｌ４ｃｏｓθ４）

１／２＝

［ｌ２０＋ｌ
２
４＋２ｌ０ｌ４ｃｏｓ（θ４０－β）］

１／２
（１）

θ２＝ａｒｃｔａｎ（ｌ４ｓｉｎ（θ４０－β）／（ｌ０＋ｌ４ｃｏｓ（θ４０－β）））

（２）
ｄθ２／ｄθ１＝－ｌ４（ｄβ／ｄθ１）［ｌ４＋ｌ０ｃｏｓ（θ４０－β）］／

［ｌ２０＋ｌ
２
４＋２ｌ０ｌ４ｃｏｓ（θ４０－β）］ （３）

绝对瞬心 Ｐ２０的坐标
ｘＰ２０＝ｌ０ｔａｎ（θ４０－β）／［ｔａｎ（θ４０－β）＋ｃｏｔθ２］

ｙＰ２０＝－ｌ０ｔａｎ（θ４０－β）ｃｏｔθ２／［ｔａｎ（θ４０－β）＋ｃｏｔθ２{ ］

（４）
相对瞬心 Ｐ２１的坐标
ｘＰ２１＝±（｜ｄθ２／ｄθ１｜／（±｜ｄθ２／ｄθ１｜－１））·

　　（ｌ０ｔａｎ（θ４０－β）／（ｔａｎ（θ４０－β）＋ｃｏｔθ２））

ｙＰ２１＝±｜ｄθ２／ｄθ１｜／（±｜ｄθ２／ｄθ１｜－１）·

　　［－ｌ０ｔａｎ（θ４０－β）ｃｏｔθ２／

　　（ｔａｎ（θ４０－β）＋ｃｏｔθ２













）］

（５）
式中，“＋”对应同摆式机构，而“－”对应异摆式机
构

［１］
。

如图２所示，Ｐ２１、Ｐ２０两点间和 Ｐ２１、Ｐ１０两点间的
距离

ｌＰ２１Ｐ２０＝［（ｘＰ２０－ｘＰ２１）
２＋（ｙＰ２０－ｙＰ２１）

２
］
１／２

ｌＰ２１Ｐ１０＝（ｘ
２
Ｐ２１＋ｙ

２
Ｐ２１）

１／{ ２
（６）

ｌＰ２１Ｐ２０、ｌＰ２１Ｐ１０皆是 θ１的一元函数。后面，将 ｌＰ２１Ｐ２０、
ｌＰ２１Ｐ１０简记为 ｌ１０和 ｌ２１。
２２　浮动坐标系的概念

浮动坐标系
［２］
指固连于连杆平面 Σ２上，以 Ｏ２

为原点，Ｏ２ｕ、Ｏ２ｖ为 ｕ轴、ｖ轴正向的直角坐标系
Ｏ２ｕｖ。机构运动过程中，Ｏ２ｕｖ随连杆平面 Σ２作平面
运动“浮动”，如图１所示。

浮动坐标系 Ｏ２ｕｖ的建立，为后续讨论奠定了重
要前提和基础。

ＧＧ′与 Ｏ１Ｏ２垂直的前提下，若给定平底线 ＧＧ′
在 Ｏ２ｕｖ中的 ｖ坐标值，则其位置可完全“锁定”。
２３　推程和回程前半／后半区段划分

如图２所示，Ｐ２０、Ｐ１０和 Ｐ２１为推程连杆２、凸轮１

的绝对和相对瞬心。

前半区段：摇杆 ４位于 Ｏ２０Ａ至 Ｏ２ｂＡ之间，Ｐ２０ｆ
位于 Ｏ１Ｏ２的上方。

后半区段：摇杆 ４位于 Ｏ２ｂＡ至 Ｏ２ｍＡ之间，Ｐ２０ｒ
位于 Ｏ１Ｏ２的下方。

分界点 Ｏ２ｂ满足条件：Ｏ２ｂＡ⊥Ｏ１Ｏ２ｂ。
回程的前半、后半区段，分别恰好对应 Ｏ２ｍＡ至

Ｏ２ｂＡ、Ｏ２ｂＡ至 Ｏ２０Ａ之间。
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图 ２　瞬时一维直线区域

Ｆｉｇ．２　Ｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓ１Ｄｌｉｎｅａｒａｒｅａ
（ａ）凸轮顺时针转动推程　（ｂ）凸轮顺时针转动回程

　
２４　支撑函数法

（１）凸集的支撑线、支撑函数和方向角
Ｎ为有界闭凸集，边界Ｎ为闭凸曲线，如图 ３

所示。任选坐标系Ｏ１ｘ′ｙ′，自原点Ｏ１引射线Ｏ１Ｒ，且
与 ｘ′轴正向夹角为 φ（逆时针为正），作垂直于 Ｏ１Ｒ
且与 Ｎ相交任一直线 Ｇ１（ｐ１，φ），集 ｐ１的“上确界”
记为 ｐ，即

ｐ＝ｓｕｐ｛ｐ１：Ｇ１（ｐ１，φ）∩Ｎ≠｝ （７）
定义１：与式（７）中 ｐ相应的直线 Ｇ（ｐ，φ）称作

凸集 Ｎ沿 φ方向的支撑线。
定义２：与式（７）中 ｐ相应的函数 ｐ（φ）称作凸

集 Ｎ沿 φ方向的支撑函数。

图 ３　支撑线、支撑函数与方向角

Ｆｉｇ．３　Ｓｕｐｐｏｒｔｌｉｎｅ，ｓｕｐｐｏｒｔｆｕｎｃｔｉｏｎａｎｄｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｎｇｌｅ
　
定义３：与式（７）中 ｐ相应的角度 φ称作支撑线

Ｇ（ｐ，φ）的方向角。
（２）凸集的充要条件
凸集成立的充要条件是其边界曲线的曲率半径

ρ恒为正，即
ρ＝ｐ（φ）＋ｐ″（φ）＞０　（０≤φ＜２π） （８）

３　满足 α≤［α］∪α≤［α］ｒ∪ρ＞０条件机构

解的存在性／存在性态分析

　　３１和 ３２节的研究，为 ３３节归并性研究奠
定基础。

简约表述起见，下文中取符号“∪”表示“同时
满足”之意。

３１　满足 α≤［α］∪α≤［α］ｒ条件机构解的存在
性／存在性态

３１１　凸轮顺时针转动（图２）
３１１１　推程（图２ａ）

整个推程，相对瞬心 Ｐ２１始终位于连杆方位线
Ｏ１Ｏ２上方，如图２ａ所示。

任一瞬时位置，在连杆平面 Σ２上，以 Ｐ２０Ｐ２１为
弦、向 Ｏ２ｖ轴负向作优弧｛Ｃｍａ｝、劣弧｛Ｃｍｉ｝，使满足

∠Ｐ２０ＣｍａｊｏｒＰ２１＝９０°－［α］ （９）
∠Ｐ２０ＣｍｉｎｏｒＰ２１＝９０°＋［α］ （１０）

根据文献［２］，滚子从动件机构该瞬时满足 α≤
［α］条件 Ｋ的全集：由｛Ｃｍａ｝、｛Ｃｍｉ｝围成的“盈月
形”二维平面区域 Γ（ｕ，ｖ）。

再过 Ｐ２１（Ｃ２）引 Ｐ２０Ｐ２１垂线，交｛Ｃｍａ｝于 Ｃ１得线
段 Ｃ１Ｃ２＝Ｃ（ｕ，ｖ），则 Ｃ（ｕ，ｖ）∈Γ（ｕ，ｖ）。

于是，得到如下结论：

平底从动件机构，该瞬时满足 α≤［α］条件 Ｋ
的全集：由 Ｃ１Ｃ２亦即 Ｃ（ｕ，ｖ）构成的“瞬时一维直线
区域”。

Ｃ（ｕ，ｖ）的属性特征：Γ（ｕ，ｖ）的真子集；Ｃ（ｕ，ｖ）
∥Ｏ１Ｏ２；αＣ２＝０，αＣ１＝［α］，且 Ｃ２→Ｃ１，α值由零单
调增至［α］。

Ｃ（ｕ，ｖ）在浮动坐标系 Ｏ２ｕｖ中坐标为
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ｕＫ＝ｕＣ１（θ１）＝ｕＣ２（θ１）＝ｕＫ（θ１）

ｖＫ＝ｖＫ（θ１）∈［ｖＣ１，ｖＣ２］＝［ｖＣ１（θ１），ｖＣ２（θ１{ ）］

（１１）
ｕＫ、ｖＫ皆是 θ１的一元函数。式中

ｕＫ＝ｕＫ（θ１）＝ηζｌ２１（θ１）

ｖＣ１＝ｖＣ１（θ１）＝ｓ２（θ１）－ｌ１０（θ１）ｔａｎ［α］

ｖＣ２＝ｖＣ２（θ１）＝ｓ２（θ１
{

）

（１２）

式中　η———行程系数，推程 η＝１，回程 η＝－１
ζ—转向系数，凸轮顺时针转动 ζ＝１，凸轮逆
时针转动 ζ＝－１

不难想象，将“瞬时一维直线区域”Ｃ（ｕ，ｖ）分别
向 ｕ轴、ｖ轴投影，在 ｕ轴上得“一点”ｕＫ ＝ｕＣ１＝ｕＣ２，
在 ｖ轴上得一“瞬时区间套”［ｖＣ１，ｖＣ２］（考虑图 ２清
晰，未标出）。

于是，可得如下结论：①取在［ｖＣ１，ｖＣ２］两端点，
即 ｖＫ＝ｖＣ１或 ｖＫ ＝ｖＣ２时，α＝［α］。②取在［ｖＣ１，ｖＣ２］
内部，即 ｖＣ１＜ｖＫ＜ｖＣ２时，α＜［α］。③取在［ｖＣ１，ｖＣ２］
外部，即 ｖＫ＜ｖＣ１或 ｖＫ＞ｖＣ２时，α＞［α］。证明从略。

选取 ｕＫ、ｖＫ和 θ１为纵／横坐标，绘制 ｖＣ１ －θ１、
ｖＣ２－θ１和 ｕＫ－θ１曲线，如图４所示。

整个推程，存在无数个瞬时区间套［ｖＣ１，ｖＣ２］。
基此，可解得推程区间套［ｖＣ１ｍａｘ，ｖＣ２ｍｉｎ］。

据式（１２），因 ｓ２（θ１）单调递增变化，故
ｖＣ２ｍｉｎ＝ｓ２０ （１３）

据式（１２），一维搜索解得推程 ｖＣ１ｍａｘ。
３１１２　回程（图２ｂ）

整个回程，相对瞬心Ｐ２１ｒ始终位于Ｏ１Ｏ２下方，如
图２ｂ所示。

作图过程类似推程，得瞬时一维直线区域Ｃ１ｒＣ２ｒ
和瞬时区间套［ｖＣ１ｒ，ｖＣ２ｒ］。

式（９）～（１２）通用。只不过：式（９）、（１０）和
（１２）中［α］更换为［α］ｒ；式（１８）中 η＝－１，ｌ２１（θ１）、
ｌ１０（θ１）和 ｓ２（θ１）更换为 ｌ２１ｒ（θ１）、ｌ１０ｒ（θ１）和 ｓ２ｒ（θ１）。

同理，绘制 ｖＣ１ｒ－θ１、ｖＣ２ｒ－θ１和 ｕＫｒ－θ１曲线，如
图４所示。

解得回程区间套［ｖＣ１ｒｍａｘ，ｖＣ２ｒｍｉｎ］，其中
ｖＣ２ｒｍｉｎ＝ｖＣ２ｍｉｎ＝ｓ２０ （１４）

据式（１２），一维搜索得回程 ｖＣ１ｒｍａｘ。
３１１３　整程

整程综合考虑了推程和回程。

根据前面的求解计算结果，确定

ｖｍａｘ＝（ｖＣ１）ｍａｘ＝ｍａｘ｛ｖＣ１ｍａｘ，ｖＣ１ｒｍａｘ｝

ｖｍｉｎ＝（ｖＣ２）ｍｉｎ＝ｖＣ２ｍｉｎ＝ｖＣ２ｒｍｉｎ＝ｓ{
２０

（１５）

于是，得满足 α≤［α］∪α≤［α］ｒ条件的 ｖ取值
范围，即整程区间套［ｖｍａｘ，ｖｍｉｎ］。

图 ４　ｖＣ１ｒ－θ１、ｖＣ２ｒ－θ１和 ｕＫｒ－θ１曲线

Ｆｉｇ．４　ＣｕｒｖｅｓｏｆｖＣ１ｒ－θ１，ｖＣ２ｒ－θ１ａｎｄｕＫｒ－θ１
（ａ）不存在机构解　（ｂ）存在唯一机构解

（ｃ）存在无数机构解　（ｄ）ｕＫ－θ１曲线

　
综上，可得重要结论：

若 ｖｍａｘ＞ｖｍｉｎ　（即 ｖｍａｘ＞ｓ２０） （１６）
则 ｖ∈［ｖｍａｘ，ｖｍｉｎ］＝ （１７）
满足 α≤［α］∪α≤［α］ｒ条件的机构解不存在，如
图４ａ所示。
若 ｖｍａｘ＝ｖｍｉｎ＝ｓ２０ （１８）
则 ｖ∈［ｖｍａｘ，ｖｍｉｎ］＝Λ（独集） （１９）
存在满足 α≤［α］∪α≤［α］ｒ条件的唯一机构解

ｖ＝ｖｍａｘ＝ｖｍｉｎ＝ｓ２０ （２０）
如图４ｂ所示。
若 ｖｍａｘ＜ｖｍｉｎ　（即 ｖｍａｘ＜ｓ２０） （２１）
则 ｖ∈［ｖｍａｘ，ｖｍｉｎ］＝Π（无穷集） （２２）
存在满足 α≤［α］∪α≤［α］ｒ条件的无数机构解

ｖ∈［ｖｍａｘ，ｖｍｉｎ］ （２３）
即 ｖ∈［ｖｍａｘ，ｓ２０］ （２４）
如图４ｃ所示。
３１２　凸轮逆时针转动

研究方法与３１节相同，式（１１）～（２４）通用。
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３２　满足 ρ＞０条件机构解的存在性／存在性态

拟采用支撑函数法
［４～６］

，解决凸轮轮廓全部外

凸即机构运动保真问题。

３２１　凸轮顺时针转动
３２１１　推程

如图 ５，绘出推程起始位置 Ｏ１Ｏ２０Ａ，此时平底
线 Ｇ０Ｇ′０，基此建立固定坐标系 Ｏ１ｘ′ｙ′，再绘出绕凸
轮轴心 Ｏ１倒置（反转）“－θ１”后机构位置，认定
ＧＧ′为支撑线，凸轮轴心 Ｏ１到 ＧＧ′的垂直距离为支
撑函数。

图 ５　支撑函数、方向角的分析提取

Ｆｉｇ．５　Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｓｕｐｐｏｒｔｆｕｎｃｔｉｏｎａｎｄｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｎｇｌｅ
（ａ）凸轮顺时针转动　（ｂ）凸轮逆时针转动

　
支撑函数

　ｐ（φ）＝［ｌ２０＋ｌ
２
４＋２ｌ０ｌ４ｃｏｓ（θ４０－β）］

１／２－ｖ （２５）

方向角

φ＝ζθ１＋θ２－θ２０ （２６）
ｄφ／ｄθ１＝ζ＋ｄθ２／ｄθ１ （２７）

ｄθ１／ｄφ＝１／（ζ＋ｄθ２／ｄθ１） （２８）
ｄβ／ｄφ＝（ｄβ／ｄθ１）（ｄθ１／ｄφ）＝β′／（ζ＋ｄθ２／ｄθ１）

（２９）
据上，得 ｐ（φ）对 φ一次导数

ｐ′（φ）＝ｄｐ／ｄφ＝（ｄｐ／ｄβ）（ｄβ／ｄφ）＝
［Ａβ′ｌ０ｌ４ｓｉｎ（θ４０－β）］／（ζＡ

２－Ｂβ′） （３０）

其中 Ａ＝［ｌ２０＋ｌ
２
４＋２ｌ０ｌ４ｃｏｓ（θ４０－β）］

１／２
（３１）

Ｂ＝ｌ４［ｌ４＋ｌ０ｃｏｓ（θ４０－β）］ （３２）
同理，ｐ（φ）对 φ求二次导数

ｐ″（φ）＝（ｄｐ′／ｄβ）（ｄβ／ｄφ）＝
　ｌ０ｌ４（－Ｄβ′

３－Ｅβ′２＋Ｆβ″β′）／（ζＡ２－Ｂβ′）３ （３３）
其中

Ｄ＝Ａ３Ｂｃｏｓ（θ４０－β）－Ａ
３ｌ０ｌ４ｓｉｎ

２
（θ４０－β）＋

ＡＢｌ０ｌ４ｓｉｎ
２
（θ４０－β） （３４）

Ｅ＝ζＡ３［Ａ２ｃｏｓ（θ４０－β）＋ｌ０ｌ４ｓｉｎ
２
（θ４０－β）］

（３５）
Ｆ＝ζＡ５ｓｉｎ（θ４０－β） （３６）

凸轮轮廓曲率半径

ρ＝ｐ（φ）＋ｐ″（φ）＝
Ａ－ｖ－ｌ０ｌ４（Ｄβ′

３＋Ｅβ′２－Ｆβ″β′）／（ζＡ２－Ｂβ′）３

（３７）
可知，ρ＝ρ（θ１）是 θ１的一元函数。令据式（８）

一维搜索出“等号”成立时的 ｖρｍａｘ，则推程区间套
ｖ∈（－∞，ｖρｍａｘ）　（０≤θ１≤Ф０） （３８）

即是满足推程凸轮轮廓外凸即机构运动保真的解

集。

３２１２　回程
同理，解得回程区间套

ｖ∈（－∞，ｖρｒｍａｘ）（Ф０＋Фｓ≤θ１≤Ф０＋Фｓ＋Ф′０）

（３９）
即满足回程凸轮轮廓外凸即机构运动保真的解集。

因为

ｒ０＝ｓ２０－ｖ＞０ （４０）
故 ｖ＜ｓ２０ （４１）

即有
ｖρｍａｘ＜ｓ２０
ｖρｒｍａｘ＜ｓ{

２０

（４２）

３２１３　整程
根据３２１１和３２１２节求解结果，确定

ｖρｍａｘ＝ｍｉｎ｛ｖρｍａｘ，ｖρｒｍａｘ｝ （４３）
于是，得到整程区间套

ｖ∈（－∞，ｖρｍａｘ）　（０≤θ１≤２π） （４４）
即满足整程凸轮轮廓全部外凸（即机构运动保真）

的解集。

基于式（４２），有
ｖρｍａｘ＜ｓ２０ （４５）

３２２　凸轮逆时针转动
与３１节同理，从略。

３３　满足 α≤［α］∪α≤［α］ｒ∪ρ＞０条件机构解的
存在性／存在性态

３３１　凸轮顺时针转动
（１）平底方位线容许选择区域与凸轮基圆半径

ｒ０许用取值范围的确定
综合３１和３２节，得重要结论：
若式（１６）或（１８）成立，据式（４５）知，满足
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α≤［α］∪α≤［α］ｒ∪ρ＞０机构解不存在。
若式（２１）成立，且

ｖｍａｘ≥ｖρｍａｘ （４６）
满足 α≤［α］∪α≤［α］ｒ∪ρ＞０机构解不存在。

若式（２１）成立，且
ｖｍａｘ＜ｖρｍａｘ （４７）

存在满足 α≤［α］∪α≤［α］ｒ∪ρ＞０的无数机构解
ｖ∈［ｖｍａｘ，ｖρｍａｘ） （４８）

此时

ｒ０∈（ｒ０ｍｉｎ，ｒ０ｍａｘ］＝（ｓ２０－ｖρｍａｘ，ｓ２０－ｖｍａｘ］（４９）
如图６中的“涂色带域”。

图 ６　存在无数机构解的情形

Ｆｉｇ．６　Ｃａｓｅｓｗｉｔｈｉｎｆｉｎｉｔｅｍｅｃｈａｎｉｓｍｓｏｌｕｔｉｏｎｓ
　
于是，得到如下重要结论：满足式（４９）前提下，

ｖ值越大（即越靠近 ｖρｍａｘ），ｒ０和 α越小，即凸轮尺寸
和传动性能越优。

上述结论表明凸轮基圆半径和压力角值同时减

小情况的存在性。

（２）平底长度的确定
据式（１２），易解得推程

ｕＫｍａｘ＝［ｌ２１（θ１）］ｍａｘ　（ｕＫｍａｘ＞０） （５０）
和回程

ｕＫｍｉｎ＝［－ｌ２１（θ１）］ｍｉｎ　（ｕＫｍｉｎ＜０） （５１）
的具体值。

于是，得平底上、下侧长度（图１）
ｌ＝ｕＫｍａｘ
ｌｒ＝｜ｕＫｍｉｎ{ ｜

（５２）

平底总长度

Ｌ＝ｕＫｍａｘ＋｜ｕＫｍｉｎ｜＋ｘ （５３）

式中 ｘ取５～７ｍｍ。
３３２　凸轮逆时针转动

凸轮逆时针转动的综合设计方法与凸轮顺时针

转动情形类似，从略。

４　机构综合示例

已知 θ４０＝１４０°，ｌ０＝１４０ｍｍ，ｌ４＝５０ｍｍ，βｍ ＝

８０°，Ф０ ＝Ф′０ ＝１５０°，Фｓ ＝Ф′ｓ ＝３０°，［α］＝４０°，
［α］ｒ＝７０°，摇杆推程／回程皆摆线运动规律，凸轮顺
时针转动，试求：满足 α≤［α］∪α≤［α］ｒ∪ρ＞０机
构解和平底长度。

将 ｌ０＝１４０ｍｍ、ｌ４＝５０ｍｍ、θ４０＝１４０°和 β＝０
代入式（１），算得 ｓ２０＝１０６６５５４ｍｍ。

据α≤［α］∪α≤［α］ｒ条件解得：ｖ∈［ｖｍａｘ，ｖｍｉｎ］＝
［２５９６４２，１０６６５５４］。

据 ρ＞０运动保真条件解得：ｖ∈（－∞，ｖρｍａｘ］＝
（－∞，６１４９００］。

因 ｖｍａｘ＝２５９６４２＜ｖρｍａｘ＝６１４９００，故根据第
３３节，归属式（４７）情况。于是，得满足 α≤［α］∪
α≤［α］ｒ∪ρ＞０机构解：ｖ∈［ｖＣ１ｍａｘ，ｖρｍａｘ］＝［２５９６４２，
６１４９００］。

由式（４９）得，ｒ０∈［ｒ０ｍｉｎ，ｒ０ｍａｘ］＝［４５１６５４，
８０６８９０］，故 ｒ０ｍｉｎ＝４５１６５４ｍｍ。

图６即是根据上面解算结果，通过计算机自动
生成得到的。

据式（５）、（６）和式（５０）～（５３），算得 ｌ＝
５６５７８１ｍｍ，ｌｒ＝８４９０５６ｍｍ，Ｌ为 １４６４８３７～
１４８４８３７ｍｍ。

５　结束语

通过建立和引入固定、浮动坐标系和支撑函数

法，提出推程、回程和整程区间套的概念，给出了在

满足许用压力角和运动保真性条件，平底方位线容

许选择区域、凸轮基圆半径许用取值范围的基本求

解原理，解决了作平面运动平底从动件盘形凸轮机

构的第Ⅱ类机构综合问题。
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