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并联机器人可操作度分析的蒙特卡罗方法
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摘要：对蒙特卡罗法生成的并联机器人工作空间上的随机点分布不均匀性进行了研究，基于多维随机变量函数的

分布密度公式，推导出蒙特卡罗法生成的并联机器人工作空间点概率密度与雅可比行列式的关系式，建立了输出

空间概率密度与并联机器人可操作度之间的关系。以平面两自由度 ５Ｒ并联机器人为研究对象，采用蒙特卡罗法

分析了其工作空间上的可操作度，并根据工作模式将输入空间划分成 ４个子空间，指出了子空间交界处的逆向奇

异性。仿真结果表明，蒙特卡罗法是分析并联机器人可操作度和逆向奇异的一种有效方法。
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　　引言

蒙特卡罗法是以概率统计理论为指导的一类非

常重要的数值计算方法，以其简单、实用、通用性强

的特点而被广泛应用于机器人工作空间的研究

中
［１～６］

。

研究发现，蒙特卡罗法生成的工作空间的随机

点分布是不均匀的
［３］
，这种不均匀性中蕴含着与机

器人运动特性有关的信息。文献［７～８］在 Ｄ Ｈ法
求串联机器人位置正解的基础上，基于卷积理论推

导出了蒙特卡罗法生成的串联机器人工作空间上点

的分布不均匀程度与机器人可操作度的关系，并将

其应用于蛇形机器人的可操度分析中，取得了良好

效果。但是由于并联机器人与串联机器人采用不同

的运动学求解方法
［９～１０］

，该方法不能直接扩展到并

联机器人的可操作度分析中。



本文依据多维随机变量函数的分布密度公

式
［１１］
，考虑不同的装配模式和工作模式的影响，建

立蒙特卡罗法生成的并联机器人的工作空间点概率

密度与机器人可操作度的关系。并以平面两自由度

５Ｒ并联机器人为例，对该方法的有效性进行验证。

１　工作空间的点概率密度与可操作度的关系

１１　多维随机变量函数的分布密度
设 Ｘ＝（Ｘ１，…，Ｘｉ，…，Ｘｎ）′和 Ｑ＝（Ｑ１，…，Ｑｉ，

…，Ｑｎ）′是 ｎ维随机变量，Ｘ与 Ｑ之间有函数关系
Ｘ＝ｈ（Ｑ） （１）
Ｘｉ＝ｈｉ（Ｑ） （２）

对时间求导得
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设方程 ｘ＝ｈ（ｑ） （６）
有 ｍ个实数解，第 ｊ个解是 ｑ（ｊ）＝（ｑ（ｊ）１ ，…，ｑ

（ｊ）
ｉ ，…，

ｑ（ｊ）ｎ ）。并有

ｘ· ＝Ｊｊｑ
·（ｊ）

（７）
设随机变量 Ｑ和 Ｘ的联合概率密度为ｆＱ（ｑ）和

ｆＸ（ｘ），由多维随机变量函数的概率密度公式
［１１］
得

到

ｆＸ（ｘ）＝∑
ｍ

ｊ＝０
ｆＱ（ｑ

（ｊ）
）｜ｄｅｔ（Ｊ－１ｊ ）｜ （８）

若 Ｑｉ～ (Ｕ ａ，ａ＋１
ｄ )
ｉ
（ａ、ｄｉ为均匀分布的两个

参数），且 Ｑｌ与 Ｑｇ（１≤ｌ＜ｇ≤ｎ）相互独立，则随机
变量 Ｑｉ和 Ｑ的概率密度分别为

ｆＱｉ（ｑｉ）＝ｄｉ （９）

ｆＱ（ｑ）＝∏
ｎ

ｉ＝０
ｄｉ （１０）

由式（８）和式（１０）得到

ｆＸ（ｘ）＝∏
ｎ

ｉ＝０
ｄｉ∑

ｍ

ｊ＝０
｜ｄｅｔ（Ｊ－１ｊ ）｜ （１１）

式（１１）将概率密度与雅可比行列式的关系联
系在一起，在机器人运动性能的分析中常用雅可比

行列式的绝对值｜ｄｅｔ（Ｊ）｜来度量其工作空间内的
可操作度

［１２～１３］
，这为蒙特卡罗法分析并联机器人可

操作度提供了基本依据。

１２　并联机器人可操作度分析的蒙特卡罗方法
设 ｎ自由度机器人的输入变量为 Ｑ＝（Ｑ１，…，

Ｑｎ）′，输出变量为 Ｘ＝（Ｘ１，…，Ｘｎ）′，Ｑ与 Ｘ之间存
在函数关系 Ｘ＝ｈ（Ｑ）（即存在从 Ｑ到 Ｘ的映射关
系 ｈ），此时机器人在一种装配模式下工作。使用蒙
特卡罗法对 Ｑ按均匀分布进行随机取值 ｔ次，取值
构成的输入点空间记为ＶＱ，计算得到的 Ｘ构成的输
出点空间记为 ＶＸ，称该过程为使用蒙特卡罗法的一
次模拟。对 ＶＸ进行统计分析

ｆＸ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｓ→ (０ Ｐ（｜Ｘ－ｘ｜＜ｓ）)ｓ

＝

ｌｉｍ
ｓ→ (０ ｌｉｍ

ｃａｒｄ（ＶＸ）→
(∞

ｃａｒｄ（｛Ｘ｜｜Ｘ－ｘ｜＜ｓ，Ｘ∈ＶＸ｝）
ｃａｒｄ（ＶＸ） ) )ｓ

＝

ｌｉｍ
ｓ→ (０ ｌｉｍｔ→ (∞

ｃａｒｄ（｛Ｘ｜｜Ｘ－ｘ｜＜ｓ，Ｘ∈ＶＸ｝）) )ｔｓ
（１２）

式中｜·｜表示向量的模，ｃａｒｄ（·）表示集合中元素
的个数，ｓ表示广义体积。由式（１２）可以看到，当取
值次数 ｔ足够大，ｓ取值足够小时，可以使用统计量
ｃａｒｄ（｛Ｘ｜｜Ｘ－ｘ｜＜ｓ，Ｘ∈ＶＸ｝）

ｔｓ
来近似度量 ｆＸ（ｘ）。

对蒙特卡罗法的一次模拟进行考察，在整个输

出点空间 ＶＸ上，ｔ是定值，将 ＶＸ等分成足够小的单
元，设单元中心处 Ｘ取值为 ｘ，等分后每个单元的广
义体积ｓ也是定值，此时统计量 ｃａｒｄ（｛Ｘ｜｜Ｘ－ｘ｜＜ｓ，
Ｘ∈ＶＸ｝）可以用来近似度量输出点空间 ＶＸ内 ｆＸ（ｘ）
的相对大小。而对于机器人可操作的研究，更多时

候是需要工作空间上相对可操作度的分布情况。

方程（６）实数解的个数 ｍ不同时，蒙特卡罗法
分析机器人可操作度的过程会有所差异。

当 ｍ＝１时，ｈ是一一映射，此时式（１１）退化为

ｆＸ（ｘ）＝｜ｄｅｔ（Ｊ
－１
）｜∏

ｎ

ｉ＝０
ｄｉ （１３）

又因为 ｜ｄｅｔ（Ｊ－１）｜＝｜ｄｅｔ（Ｊ）｜－１ （１４）

得到 ｆＸ（ｘ）＝｜ｄｅｔ（Ｊ）｜
－１∏

ｎ

ｉ＝０
ｄｉ （１５）

可以看到输出空间的点概率密度与可操作度成

反比例关系，即输出空间上的点分布越密集，统计量

ｃａｒｄ（｛Ｘ｜｜Ｘ－ｘ｜＜ｓ，Ｘ∈ＶＸ｝）值越大，则｜ｄｅｔ（Ｊ）｜的
值越小，可操作度越差。

当 ｍ＞１时，机器人系统的运动方程有 ｍ组反
解，即该系统有 ｍ组工作模式，每组工作模式各自
满足约束条件 Ｃｔｒｊ。将 ＶＱ按约束 Ｃｔｒｊ分成 ｍ个子空
间

ＶＱｊ＝｛Ｑ｜Ｑ　ｓ．ｔ．Ｃｔｒｊ，Ｑ∈ＶＱ｝

且 ∪
ｍ

ｊ＝１
ＶＱｊ＝ＶＱ　ＶＱｌ∩ＶＱｇ＝　（０＜ｌ＜ｇ≤ｍ）

（１６）
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对应有 ＶＸｊ＝｛Ｘ｜Ｘ＝ｈ（Ｑ），Ｑ∈ＶＱｊ｝
在每个输出子空间ＶＸｊ上，子空间的点概率密度为

ｆＸｊ（ｘ）＝｜ｄｅｔ（Ｊ
－１
ｊ ）｜∏

ｎ

ｉ＝０
ｄｉ （１７）

在控制机器人工作时，一般只在一种特定的工

作模式下进行，式（１７）建立了输出子空间的点概率
密度与该空间对应的工作模式下并联机器人的可操

作度之间的关系，此后分析方法与 ｍ＝１时相同。

２　平面两自由度５Ｒ机器人运动学分析

平面两自由度 ５Ｒ对称并联机器人由 ４根杆组
成，通过５个转动副首尾相连，其中两个杆连接到驱
动平台。其机构简图如图１所示。

图 １　５Ｒ对称并联机器人结构简图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆ５Ｒｐａｒａｌｌｅｌｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
　

该机构的运动学方程为

（ｚ－Ｒ１ｃｏｓθ１＋Ｒ３）
２＋（ｙ－Ｒ１ｓｉｎθ１）

２＝Ｒ２２
（ｚ－Ｒ１ｃｏｓθ２－Ｒ３）

２＋（ｙ－Ｒ１ｓｉｎθ２）
２＝Ｒ{ ２

２

（１８）

２１　位置正解
方程（１８）可化简为

ｗ１ｙ
２＋ｗ２ｙ＋ｗ３＝０

ｚ＝ｅ１ｙ＋ｅ{
２

（１９）

式中 ｗ１、ｗ２、ｗ３、ｅ１、ｅ２是与 Ｒ１、Ｒ２、Ｒ３、θ１、θ２有关的

系数
［１４］
。

解方程组（１９）中二元一次方程，可以得到

ｙ＝
－ｗ２± ｗ２２－４ｗ１ｗ槡 ３

２ｗ１
（２０）

从式（２０）可以看到，５Ｒ两自由度并联机器人
有两组位置正解

［１４］
，对应两种装配模式。当式（２０）

中取“＋”时称为“上位形装配模式”，取“－”时称
为“下位形装配模式”，如图２所示。
２２　位置反解

方程（１８）可变化为
ｆ１ｋλ

２
ｋ＋ｆ２ｋλｋ＋ｆ３ｋ＝０

θｋ＝２ａｒｃｔａｎλ{
ｋ

　（ｋ＝１，２） （２１）

式中 ｆ１ｋ、ｆ２ｋ、ｆ３ｋ、λｋ是与 Ｒ１、Ｒ２、Ｒ３、ｚ、ｙ有关的系

数
［１４］
。

解方程组（２１），可得

图 ２　两组位置正解构型示意图

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｏｆｆｏｒｗａｒｄｓｏｌｕｔｉｏｎ
（ａ）上位形装配模式　（ｂ）下位形装配模式

　

λｋ＝
－ｆ２ｋ± ｆ２２ｋ－４ｆ１ｋｆ３槡 ｋ

２ｆ１ｋ
（２２）

由式（２２）可见，平面两自由度 ５Ｒ并联机器人
有４组位置反解［１４］

，对应“＋＋”、“＋－”、“－＋”、
“－－”４种工作模式，如图３所示。

图 ３　４组位置反解构型示意图

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｏｆｉｎｖｅｒｓｅｓｏｌｕｔｉｏｎ
（ａ）“＋＋”工作模式　（ｂ）“＋－”工作模式

（ｃ）“－＋”工作模式　（ｄ）“－－”工作模式
　

３　基于蒙特卡罗法的５Ｒ机器人可操作度分析

３１　一般方法
平面５Ｒ机器人的输入变量为 Ｑ＝（θ１，θ２）′，输

出变量为 Ｘ＝（ｚ，ｙ）′。由图 ２可知，该类型机器人
具有两种装配模式。本文选取“上位形装配模式”

进行研究，建立从 Ｑ到 Ｘ的映射关系，此时式（２０）
中的“±”取“＋”，运动学方程只有一个正解，满足
蒙特卡罗法对输入输出变量之间函数关系的要求。

平面５Ｒ机器人有４种工作模式，式（８）中 ｍ＝４。
使用蒙特卡罗法分析平面 ５Ｒ机器人可操作度

的步骤如下：

（１）使用均匀分布对（θ１，θ２）′定义 ｔ个随机值，
构成输入空间 ＶＱ，定义时要保证 θ１与 θ２之间相互
独立。

（２）使用式（２０）建立的映射关系，生成输出空
间 ＶＸ，此时 ＶＱ与 ＶＸ的元素一一对应。

（３）通过判断是否满足 Ｃｔｒｊ，将 ＶＱｊ分成 ４个子
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空间 ＶＱｊ（ｊ＝１，２，３，４）；将 ＶＸｊ分成 ４个子空间 ＶＸｊ
（ｊ＝１，２，３，４）。

由式（２２）得到：
Ｃｔｒ１：２λ１ｆ１１＋ｆ２１＞０且２λ２ｆ１２＋ｆ２２＞０

Ｃｔｒ２：２λ１ｆ１１＋ｆ２１＞０且２λ２ｆ１２＋ｆ２２＜０

Ｃｔｒ３：２λ１ｆ１１＋ｆ２１＜０且２λ２ｆ１２＋ｆ２２＞０
Ｃｔｒ４：２λ１ｆ１１＋ｆ２１＜０且２λ２ｆ１２＋ｆ２２＜０

（４）将 ＶＸｊ等分成足够小的子单元，统计每个单
元里的元素个数，画出元素个数分布图，根据

　　　　

式（１７）分析第 ｊ种工作模式下平面 ５Ｒ机器人在输
出空间上的可操作度。

（５）绘出 ＶＱｊ的分布情况，分析逆向奇异位置。

３２　分析实例

使用 Ｍａｔｌａｂ对３１节的方法进行实例仿真，取
（Ｒ１，Ｒ２，Ｒ３）＝（５，２０，８），ＶＱ＝｛（θ１，θ２）｜θｉ∈［－π，

π）；ｉ＝１，２｝，ｔ＝１０６。取上位形装配模式进行研究，
得到４种装配模式对应的子输出空间 ＶＸｊ上的元素
分布统计图如图４所示。

图 ４　输出空间元素个数分布示意图

Ｆｉｇ．４　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｅｌｅｍｅｎｔｎｕｍｂｅｒｓｉｎｏｕｔｐｕｔｓｐａｃｅ
（ａ）“＋＋”工作模式下 ＶＸ１分布图　（ｂ）“＋－”工作模式下 ＶＸ２分布图

（ｃ）“－＋”工作模式下 ＶＸ３分布图　（ｄ）“－－”工作模式下 ＶＸ４分布图

　
　　从图 ４可以看到：当平面 ５Ｒ机器人的结构
参数取（Ｒ１，Ｒ２，Ｒ３）＝（５，２０，８）时，在上位形装
配模式下，４种工作模式对应的输出空间 ＶＸｊ都呈
现以下现象：ＶＸｊ内部远离边界处的元素分布远比
边界处稀疏，这说明此种机器人的输出空间内部

的可操作度远高于边界处的可操作度；在 ＶＸｊ的
边界上，边界拐点处的元素分布要比非拐点处密

集，说明在拐点处的可操作度要低于非拐点处的

可操作度；机器人在 ＶＸｊ边界拐点处的可操作度
最低。

图 ５　输入空间 ＶＱ分布示意图

Ｆｉｇ．５　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｉｎｐｕｔｓｐａｃｅ
（ａ）输入空间 ＶＱ分布图　（ｂ）输入空间 ＶＱ拼图

４种装配模式对应的子输入空间 ＶＱｊ上的分布
统计图如图５所示。

从图５ａ可以看到两个子空间 ＶＱｊ之间具有明确
的边界（ＶＱｊ间的边界通过图像处理技术容易确

定
［１５］
），没有出现子空间相互重合与渗透的现象；

图５ｂ是将９个图 ５ａ按照坐标拼在一起组成图像，
相同颜色的 ＶＱｊ的边界重合在一起；这说明输入子空
间 ＶＱｊ是连续的，表明机器人的每种工作模式都是平
滑可控的。机器人工作时，要求控制（θ１，θ２）′在对
应的 ＶＱｊ内变动，不能越过 ＶＱｊ间的边界。

在 ＶＱｊ的边界线处，式（２１）解的个数发生退化，
机器人发生逆向奇异：边界线处，解的个数退化成 ２
个；在边界线的交点 Ｇｊ处，解的个数退化成 １个。
图６表示了点 Ｇｊ处机器人的位形。

４　结论

（１）研究了蒙特卡罗法生成的并联机器人工作
空间上的点的分布不均匀性，基于多维随机变量函

数的分布密度公式，推导了其与雅可比矩阵之间的

关系，建立了蒙特卡罗方法下输出空间概率密度与

并联机器人可操作度的关系式，提出了一种用于并

联机器人可操作度分析的新方法。

（２）以平面两自由度 ５Ｒ并联机器人为对象，
采用蒙特卡罗法分析了其在上位形装配模式下不同
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图 ６　Ｇｊ对应的机器人位形图

Ｆｉｇ．６　ＣｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｏｆＧｊ
（ａ）Ｇ１对应的位形　（ｂ）Ｇ２对应的位形　（ｃ）Ｇ３对应的位形　（ｄ）Ｇ４对应的位形

　

工作模式输出空间上的可操作度分布情况，以及不

同工作模式对应的输入空间的分布情况，指出了不

　　

同输入子空间边界上存在着逆向奇异性，验证了理

论研究的有效性。
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