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两类带两个形状参数的三角 ＱｕａｓｉＢéｚｉｅｒ曲面
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摘要：构造了两种定义在三角域上带两个形状参数的二元 ＱｕａｓｉＢｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数。与之相应的两类三角 Ｑｕａｓｉ

Ｂéｚｉｅｒ曲面其性质与传统的三角 Ｂéｚｉｅｒ曲面相仿。当形状参数取某些特定值时，三角 ＱｕａｓｉＢéｚｉｅｒ曲面就退化为三

角 Ｂéｚｉｅｒ曲面。在控制顶点固定时，三角 ＱｕａｓｉＢéｚｉｅｒ曲面的外形可以通过改变形状参数的值来进行调整。两个

形状参数几何意义明显，便于操作，其中一个在 ３条边界曲线固定后仍能够调整曲面的外形。数值实例表明了这

两类三角 ＱｕａｓｉＢéｚｉｅｒ曲面在调整外形时的有效性与便捷性。
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　　引言

在计算机辅助几何设计中，定义在三角域上的

三角 Ｂéｚｉｅｒ曲面能有效地处理结构复杂、边界不规
则的几何造型问题，在实际应用中占有重要地

位
［１～４］

。而在实际设计中，几何外形通常不是一次

成型的，设计者希望保持几何外形大致不变———即

控制顶点固定的情况下，仍能够对三角曲面片进行

形状微调，以期获得更满意的几何外形。

为此，有学者在曲线的表达式中引入与自变量

无关的形状参数，使这些带形状参数的曲线不仅具

有良好的性质，还能在控制顶点固定时仍可以调整

曲线形状
［５～１３］

。所有这些曲线都能够直接利用张

量积的方法，被自然地推广到矩形域上，从而生成带

形状参数的张量积曲面。与张量积曲面不同，三角

域上带形状参数的三角曲面并不能进行这样的推



广。目前，对三角域上带形状 参 数 的 三 角 曲

面
［１３～１６］

的研究相对较少。

把那些带形状参数的二元多项式基函数称为二

元 ＱｕａｓｉＢｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数（简称为二元 ＱＢｅｒｎｓｔｅｉｎ
基函数），相应的三角曲面称为三角 ＱｕａｓｉＢéｚｉｅｒ曲
面（简称为三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面）。文献［１３～１６］中
三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面都只带有一个形状参数 （文
献［１６］虽然给出了带有 ３个形状参数的三角
ＱＢéｚｉｅｒ曲面，但是当曲面满足对称性时 ３个形状
参数相等，即此时只有 １个形状参数），调控手段相
对单一。本文构造两种带２个形状参数的低阶三角
ＱＢéｚｉｅｒ曲面，其中 １个形状参数能使曲面在边界
不变的前提下仍能调整曲面的外形。最后，比较这

两种三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面，使得设计者的选择更具针
对性。

１　两种二元 ＱＢｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数和三角 Ｑ
Ｂéｚｉｅｒ曲面

　　已知（ｕ，ｖ，ｗ）是三角域 Ｔ＝ΔＴ１Ｔ２Ｔ３上的面积

坐标，满足０≤ｕ、ｖ、ｗ≤１，ｕ＋ｖ＋ｗ＝１。两种低阶二
元 ＱＢｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数定义如下：

定义１：当 ０＜λⅠ１ ≤４，０≤λ
Ⅰ
２≤５时，称函数

ｂⅠ，２ｉ，ｊ，ｋ（ｕ，ｖ，ｗ{ }） ｉ＋ｊ＋ｋ＝２为 ２阶Ⅰ型二元 ＱＢｅｒｎｓｔｅｉｎ
基函数，即

ｂⅠ，２０，１，１（ｕ，ｖ，ｗ）＝λ
Ⅰ
１（ｖ

３ｗ＋ｖｗ３）＋（２＋λⅠ１）ｖ
２ｗ２＋

　　　　　　λⅠ２（ｕｖ
２ｗ＋ｕｖｗ２）＋２ｕ２ｖｗ

ｂⅠ，２１，０，１（ｕ，ｖ，ｗ）＝λ
Ⅰ
１（ｕ

３ｗ＋ｕｗ３）＋（２＋λⅠ１）ｕ
２ｗ２＋

　　　　　　λⅠ２（ｕ
２ｖｗ＋ｕｖｗ２）＋２ｕｖ２ｗ

ｂⅠ，２１，１，０（ｕ，ｖ，ｗ）＝λ
Ⅰ
１（ｕ

３ｖ＋ｕｖ３）＋（２＋λⅠ１）ｕ
２ｖ２＋

　　　　　　λⅠ２（ｕ
２ｖｗ＋ｕｖ２ｗ）＋２ｕｖｗ２

ｂⅠ，２２，０，０（ｕ，ｖ，ｗ）＝ｕ
４＋（４－λⅠ１）（ｕ

３ｖ＋ｕ３ｗ）＋

　　
４－λⅠ１
２
（ｕ２ｖ２＋ｕ２ｗ２）＋（１０－２λⅠ２）ｕ

２ｖｗ

ｂⅠ，２０，２，０（ｕ，ｖ，ｗ）＝ｖ
４＋（４－λⅠ１）（ｕｖ

３＋ｖ３ｗ）＋

　　
４－λⅠ１
２
（ｕ２ｖ２＋ｖ２ｗ２）＋（１０－２λⅠ２）ｕｖ

２ｗ

ｂⅠ，２０，０，２（ｕ，ｖ，ｗ）＝ｗ
４＋（４－λⅠ１）（ｕｗ

３＋ｖｗ３）＋

　　
４－λⅠ１
２
（ｕ２ｗ２＋ｖ２ｗ２）＋（１０－２λⅠ２）ｕｖｗ
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（１）
定义２：当 ０＜λⅡ１ ≤３，０≤λ

Ⅱ
２≤２时，称函数

｛ｂⅡ，３ｉ，ｊ，ｋ（ｕ，ｖ，ｗ）｝ｉ＋ｊ＋ｋ＝３为 ３阶Ⅱ型二元 ＱＢｅｒｎｓｔｅｉｎ
基函数，即

ｂⅡ，３２，１，０（ｕ，ｖ，ｗ）＝λ
Ⅱ
１ｕ

２ｖ

ｂⅡ，３２，０，１（ｕ，ｖ，ｗ）＝λ
Ⅱ
１ｕ

２ｗ

ｂⅡ，３１，２，０（ｕ，ｖ，ｗ）＝λ
Ⅱ
１ｕｖ

２

ｂⅡ，３１，０，２（ｕ，ｖ，ｗ）＝λ
Ⅱ
１ｕｗ

２

ｂⅡ，３０，２，１（ｕ，ｖ，ｗ）＝λ
Ⅱ
１ｖ

２ｗ

ｂⅡ，３０，１，２（ｕ，ｖ，ｗ）＝λ
Ⅱ
１ｖｗ

２

ｂⅡ，３１，１，１（ｕ，ｖ，ｗ）＝３λ
Ⅱ
２ｕｖｗ

ｂⅡ，３３，０，０（ｕ，ｖ，ｗ）＝ｕ
３＋（３－λⅡ１）（ｕ

２ｖ＋ｕ２ｗ）＋

　　　　　　（２－λⅡ２）ｕｖｗ

ｂⅡ，３０，３，０（ｕ，ｖ，ｗ）＝ｖ
３＋（３－λⅡ１）（ｕｖ

２＋ｖ２ｗ）＋

　　　　　　（２－λⅡ２）ｕｖｗ

ｂⅡ，３０，０，３（ｕ，ｖ，ｗ）＝ｗ
３＋（３－λⅡ１）（ｕｗ

２＋ｖｗ２）＋

　　　　　　（２－λⅡ２）
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ｕｖｗ

利用 ＤｅＣａｓｔｅｌｊａｕ算法［１］
，可以递推得到任意 ｎ

阶Ⅰ型和Ⅱ型二元 ＱＢｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数，为
ｂｔ，ｎｉ，ｊ，ｋ（ｕ，ｖ，ｗ）＝ｕｂ

ｔ，ｎ－１
ｉ－１，ｊ，ｋ（ｕ，ｖ，ｗ）＋ｖｂ

ｔ，ｎ－１
ｉ，ｊ－１，ｋ（ｕ，ｖ，ｗ）＋

ｗｂｔ，ｎ－１ｉ，ｊ，ｋ－１（ｕ，ｖ，ｗ）　（ｔ＝Ⅰ，Ⅱ） （２）

当 ｂｔ，ｍｉ，ｊ，ｋ（ｕ，ｖ，ｗ）上、下标中 ｉ，ｊ，ｋ，ｍ的任意一个为 －

１时，取 ｂｔ，ｍｉ，ｊ，ｋ（ｕ，ｖ，ｗ）＝０。
定义３：设｛Ｐｉ，ｊ，ｋ｝ｉ＋ｊ＋ｋ＝ｎ是空间中（ｎ＋１）（ｎ＋

２）／２个点，则 ｎ阶Ⅰ型、Ⅱ型三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面
Ｓｔ，ｎ（ｕ，ｖ，ｗ）（ｔ＝Ⅰ，Ⅱ）以及 ｎ阶三角 Ｂéｚｉｅｒ曲面
Ｓｎ（ｕ，ｖ，ｗ）分别定义为

Ｓｔ，ｎ（ｕ，ｖ，ｗ）＝ ∑
ｉ＋ｊ＋ｋ＝ｎ

ｂｔ，ｎｉ，ｊ，ｋ（ｕ，ｖ，ｗ）Ｐｉ，ｊ，ｋ

（０≤ｕ，ｖ，ｗ≤１，ｕ＋ｖ＋ｗ＝１）

Ｓｎ（ｕ，ｖ，ｗ）＝ ∑
ｉ＋ｊ＋ｋ＝ｎ

Ｂｎｉ，ｊ，ｋ（ｕ，ｖ，ｗ）Ｐｉ，ｊ，ｋ

（０≤ｕ，ｖ，ｗ≤１，ｕ＋ｖ＋ｗ＝１）
ｎ阶 二 元 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基 函 数 ｛Ｂｎｉ，ｊ，ｋ（ｕ，ｖ，

ｗ）｝ｉ＋ｊ＋ｋ＝ｎ的定义为

Ｂｎｉ，ｊ，ｋ（ｕ，ｖ，ｗ）＝
ｎ！

ｉ！ｊ！ｋ！
ｕｉｖｊｗｋ

（０≤ｕ，ｖ，ｗ≤１，ｕ＋ｖ＋ｗ＝１）
以往研究中，二元 ＱＢｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数只带有

１个形状参数，鉴于本文的基函数都带有 ２个形状
参数，因此其中有些是本文的特例（表１）。

表 １　特例

Ｔａｂ．１　Ｓｐｅｃｉａｌｃａｓｅｓ

文献 形状参数的取法

［１３］
在｛ｂⅠ，２ｉ，ｊ，ｋ（ｕ，ｖ，ｗ）｝ｉ＋ｊ＋ｋ＝２中取

λⅠ１ ＝２＋２λ，λⅠ２ ＝４＋λ

［１６］
在｛ｂⅡ，３ｉ，ｊ，ｋ（ｕ，ｖ，ｗ）｝ｉ＋ｊ＋ｋ＝３中取

λⅡ１ ＝２＋α，λⅡ２ ＝２（α＝β＝γ）
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２　两种二元 ＱＢｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数和三角
ＱＢéｚｉｅｒ曲面的性质

　　二元 ＱＢｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数有如下性质：
命题 １：当 ｔ＝Ⅰ，Ⅱ时，二元 ＱＢｅｒｎｓｔｅｉｎ基函

数｛ｂｔ，ｎｉ，ｊ，ｋ（ｕ，ｖ，ｗ）｝ｉ＋ｊ＋ｋ＝ｎ满足下述性质：

（１）非负性：ｂｔ，ｎｉ，ｊ，ｋ（ｕ，ｖ，ｗ）≥０（ｉ＋ｊ＋ｋ＝ｎ）。

（２）归一性：∑
ｉ＋ｊ＋ｋ＝ｎ

ｂｔ，ｎｉ，ｊ，ｋ（ｕ，ｖ，ｗ）＝１。

（３）对称性：ｂｔ，ｎｉ，ｊ，ｋ（ｕ，ｖ，ｗ）＝ｂ
ｔ，ｎ
ｉ，ｋ，ｊ（ｕ，ｗ，ｖ）＝

ｂｔ，ｎｊ，ｉ，ｋ（ｖ，ｕ，ｗ）＝ｂ
ｔ，ｎ
ｊ，ｋ，ｉ（ｖ，ｗ，ｕ）＝ｂ

ｔ，ｎ
ｋ，ｉ，ｊ（ｗ，ｕ，ｖ）＝

ｂｔ，ｎｋ，ｊ，ｉ（ｗ，ｖ，ｕ）。

（４）线性无关性：∑
ｉ＋ｊ＋ｋ＝ｎ

ａｉ，ｊ，ｋｂ
ｔ，ｎ
ｉ，ｊ，ｋ（ｕ，ｖ，ｗ）＝０的

充要条件为 ａｉ，ｊ，ｋ＝０（ｉ＋ｊ＋ｋ＝ｎ）。
（５）退化性：当形状参数取某些特定值时，

｛ｂｔ，ｎｉ，ｊ，ｋ（ｕ，ｖ，ｗ）｝ｉ＋ｊ＋ｋ＝ｎ就 退 化 成 为 ｎ 阶 二 元

Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数｛Ｂｎｉ，ｊ，ｋ（ｕ，ｖ，ｗ）｝ｉ＋ｊ＋ｋ＝ｎ：当 ｔ＝Ⅰ时，

取 λⅠ１ ＝２，λ
Ⅰ
２ ＝４；当 ｔ＝Ⅱ时，取 λ

Ⅱ
１ ＝３，λ

Ⅱ
２ ＝２。

命题１的证明通过直接计算即可得到。由命题
１可得出三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面的几个重要性质。

命题２：当 ｔ＝Ⅰ，Ⅱ时，ｎ阶三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面
Ｓｔ，ｎ（ｕ，ｖ，ｗ）满足下述性质：

（１）几何不变性和仿射不变性。
（２）凸包性：三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面位于控制顶点

的凸包内。

（３）对称性：对称的控制网格可以得到对称的
三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面。

（４）表示唯一性：两张相同的三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲
面其控制顶点相同，反之不同的控制顶点得到不同

的三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面。
（５）角点插值性：Ｓｔ，ｎ（１，０，０）＝Ｐｎ，０，０，Ｓ

ｔ，ｎ
（０，１，

０）＝Ｐ０，ｎ，０，Ｓ
ｔ，ｎ
（０，０，１）＝Ｐ０，０，ｎ。

（６）角点切平面性：Ｓｔ，ｎ（ｕ，ｖ，ｗ）在 Ｐｎ，０，０、Ｐ０，ｎ，０、
Ｐ０，０，ｎ３个角点的切平面分别是 Ｐｎ，０，０Ｐｎ－１，１，０Ｐｎ－１，０，１，
Ｐ０，ｎ，０Ｐ１，ｎ－１，０Ｐ０，ｎ－１，１，Ｐ０，０，ｎＰ１，０，ｎ－１Ｐ０，１，ｎ－１。

（７）退化性：当形状参数取命题１中性质（５）的
特定值时，ｎ阶三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面就退化成为 ｎ阶
三角 Ｂéｚｉｅｒ曲面。

命题２的证明通过直接计算即可得到。

３　形状参数的几何意义

为了便于使用者进行曲面调整，分析三角

ＱＢéｚｉｅｒ曲面中形状参数的几何意义，指出某一个
形状参数改变而另一个形状参数不变时，三角

ＱＢéｚｉｅｒ曲面将如何变化，这使得使用者对形状参

数进行调整更有针对性和目的性。

首先，给出在三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面 ＳⅠ，２（ｕ，ｖ，ｗ）、
ＳⅡ，３（ｕ，ｖ，ｗ）中，各个形状参数对曲面的影响。

命题 ３：在三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面 ＳⅠ，２（ｕ，ｖ，ｗ），
ＳⅡ，３（ｕ，ｖ，ｗ）中，当其中一个形状参数增大而另一
个形状参数保持不变时，曲面将靠近控制网格；反

之，当其中一个形状参数减小而另一个形状参数保

持不变时，曲面将远离控制网格。

证明：首先分析 ２阶Ⅰ型三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面
ＳⅠ，２（ｕ，ｖ，ｗ）中的形状参数 λⅠ１ 对曲面的影响。对

２阶Ⅰ 型 二 元 ＱＢｅｒｎｓｔｅｉｎ基 函 数 ｛ｂⅠ，２ｉ，ｊ，ｋ（ｕ，ｖ，

ｗ）｝ｉ＋ｊ＋ｋ＝２关于 λ
Ⅰ
１ 求导，可得

ｄ
ｄλⅠ１
ｂⅠ，２０，１，１（ｕ，ｖ，ｗ）＝ｖ

３ｗ＋ｖｗ３＋ｖ２ｗ２≥０

ｄ
ｄλⅠ１
ｂⅠ，２１，０，１（ｕ，ｖ，ｗ）＝ｕ

３ｗ＋ｕｗ３＋ｕ２ｗ２≥０

ｄ
ｄλⅠ１
ｂⅠ，２１，１，０（ｕ，ｖ，ｗ）＝ｕ

３ｖ＋ｕｖ３＋ｕ２ｖ２≥０

ｄ
ｄλⅠ１
ｂⅠ，２２，０，０（ｕ，ｖ，ｗ） (＝－ ｕ３ｖ＋ｕ３ｗ＋ｕ

２ｖ２＋ｕ２ｗ２)２ ≤０

ｄ
ｄλⅠ１
ｂⅠ，２０，２，０（ｕ，ｖ，ｗ） (＝－ ｕｖ３＋ｖ３ｗ＋ｕ

２ｖ２＋ｖ２ｗ２)２ ≤０

ｄ
ｄλⅠ１
ｂⅠ，２０，０，２（ｕ，ｖ，ｗ） (＝－ ｕｗ３＋ｖｗ３＋ｕ

２ｗ２＋ｖ２ｗ２)２ ≤０

由此，当形状参数 λⅠ１ 增大，而 λⅠ２ 不变时，

ｂⅠ，２０，１，１（ｕ，ｖ，ｗ）、ｂ
Ⅰ，２
１，０，１（ｕ，ｖ，ｗ）、ｂ

Ⅰ，２
１，１，０（ｕ，ｖ，ｗ）增大，

ｂⅠ，２２，０，０（ｕ，ｖ，ｗ）、ｂ
Ⅰ，２
０，２，０（ｕ，ｖ，ｗ）、ｂ

Ⅰ，２
０，０，２（ｕ，ｖ，ｗ）减小。

结合 ＳⅠ，２（ｕ，ｖ，ｗ）的表达式为

ＳⅠ，２（ｕ，ｖ，ｗ）＝ ∑
ｉ＋ｊ＋ｋ＝２

ｂⅠ，２ｉ，ｊ，ｋ（ｕ，ｖ，ｗ）Ｐｉ，ｊ，ｋ

（０≤ｕ，ｖ，ｗ≤１，ｕ＋ｖ＋ｗ＝１）
当形状参数 λⅠ１ 增大，而 λⅠ２ 保持不变时，

ＳⅠ，２（ｕ，ｖ，ｗ）靠近控制顶点 Ｐ０，１，１、Ｐ１，０，１、Ｐ１，１，０，远离

控制顶点 Ｐ２，０，０、Ｐ０，２，０、Ｐ０，０，２。在 ＳⅠ，２（ｕ，ｖ，ｗ）的
６个控制顶点中，Ｐ２，０，０、Ｐ０，２，０、Ｐ０，０，２是 ３个角点，
Ｐ０，１，１、Ｐ１，０，１、Ｐ１，１，０剩下的 ３个位于中间位置的控制

顶点。由于 ＳⅠ，２（ｕ，ｖ，ｗ）插值 ３个角点 Ｐ２，０，０、

Ｐ０，２，０、Ｐ０，０，２，所以 Ｓ
Ⅰ，２（ｕ，ｖ，ｗ）靠近控制顶点 Ｐ０，１，１、

Ｐ１，０，１、Ｐ１，１，０就表现为 Ｓ
Ⅰ，２（ｕ，ｖ，ｗ）靠近控制网格。

同理，随着形状参数 λⅠ１ 减小而 λ
Ⅰ
２ 保持不变，Ｓ

Ⅰ，２

（ｕ，ｖ，ｗ）将远离控制网格。
对于３阶Ⅱ型三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面 ＳⅡ，３（ｕ，ｖ，ｗ）

中的２个形状参数也可以作类似的分析，得到相应
的结果，由此可以证明命题３。

根据命题 ３，分析当形状参数变化时，三角
ＱＢéｚｉｅｒ曲面的变化范围：
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推论１：当形状参数取值不同时，三角 ＱＢéｚｉｅｒ
曲面 ＳⅠ，２（ｕ，ｖ，ｗ）可以出现在同一控制网格对应的
三角 Ｂéｚｉｅｒ曲面 Ｓ２（ｕ，ｖ，ｗ）的两侧；三角 ＱＢéｚｉｅｒ
曲面 ＳⅡ，３（ｕ，ｖ，ｗ）仅出现在同一控制网格对应的三
角 Ｂéｚｉｅｒ曲面 Ｓ３（ｕ，ｖ，ｗ）远离控制网格的一侧。

证明：当 λⅠ１ ＝２，λ
Ⅰ
２ ＝４时，２阶Ⅰ型三角

ＱＢéｚｉｅｒ曲面 ＳⅠ，２（ｕ，ｖ，ｗ）就退化成为 ２阶三角
Ｂéｚｉｅｒ曲面 Ｓ２（ｕ，ｖ，ｗ）。由于形状参数 λⅠ１、λ

Ⅰ
２ 取

值范围是０＜λⅠ１≤４、０≤λ
Ⅰ
２≤５，那么根据命题 ３，

当０＜λⅠ１ ＜２，λ
Ⅰ
２ ＝４时，Ｓ

Ⅰ，２（ｕ，ｖ，ｗ）在 Ｓ２（ｕ，ｖ，ｗ）

远离控制网格的一侧；当 ２＜λⅠ１ ≤４，λ
Ⅰ
２ ＝４时，

ＳⅠ，２（ｕ，ｖ，ｗ）在 Ｓ２（ｕ，ｖ，ｗ）靠近控制网格的一侧。
对于 ＳⅡ，３（ｕ，ｖ，ｗ）也可以作类似的分析。由此，推
论１得证。

虽然命题３指出所有形状参数对三角 ＱＢéｚｉｅｒ
曲面的影响类似，但是下面的命题 ４指出 λｔ１和 λ

ｔ
２

（ｔ＝Ⅰ，Ⅱ）对三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面的影响在直观上还
是有所不同。

命题 ４：当 ｔ＝Ⅰ，Ⅱ时，在三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面
Ｓｔ，ｎ（ｕ，ｖ，ｗ）中，保持形状参数 λｔ１不变而仅改变形

状参数 λｔ２的值时，曲面的３条边界曲线保持不变。
为证明命题４成立，先证明下述引理１。
引理１：Ⅰ型二元 ＱＢｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数｛ｂⅠ，ｎｉ，ｊ，ｋ（ｕ，

ｖ，ｗ）｝ｉ＋ｊ＋ｋ＝ｎ有 如 下 性 质：函 数 ｛ｂⅠ，ｎｉ，ｊ，ｋ（０，ｖ，

ｗ）｝ｉ＋ｊ＋ｋ＝ｎ，｛ｂ
Ⅰ，ｎ
ｉ，ｊ，ｋ（ｕ，０，ｗ）｝ｉ＋ｊ＋ｋ＝ｎ，｛ｂ

Ⅰ，ｎ
ｉ，ｊ，ｋ（ｕ，ｖ，

０）｝ｉ＋ｊ＋ｋ＝ｎ的表达式中不含有形状参数 λ
Ⅰ
２，即它们

的值与 λⅠ２ 无关。
证明：利用数学归纳法来进行证明：

（１）当 ｎ＝２时，根据公式中 ２阶 Ⅰ型二元
ＱＢｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数｛ｂⅠ，２ｉ，ｊ，ｋ（ｕ，ｖ，ｗ）｝ｉ＋ｊ＋ｋ＝２的定义，通
过直接计算验证，引理１成立。

（２）假设 ｎ＝ｒ时，ｒ阶Ⅰ型二元 ＱＢｅｒｎｓｔｅｉｎ基
函数｛ｂⅠ，ｒｉ，ｊ，ｋ（ｕ，ｖ，ｗ）｝ｉ＋ｊ＋ｋ＝ｒ满足引理 １。当 ｎ＝ｒ＋１
时，根据式（２）可得
ｂⅠ，ｒ＋１ｉ，ｊ，ｋ （０，ｖ，ｗ）＝ｖｂ

Ⅰ，ｒ
ｉ，ｊ－１，ｋ（０，ｖ，ｗ）＋ｗｂ

Ⅰ，ｒ
ｉ，ｊ，ｋ－１（０，ｖ，ｗ）

根据假设，函数｛ｂⅠ，ｒ＋１ｉ，ｊ，ｋ （０，ｖ，ｗ）｝ｉ＋ｊ＋ｋ＝ｒ＋１的表

达式中不含有形状参数 λⅠ２，函数的值与 λ
Ⅰ
２ 无关。

同理 可 得，函 数 ｛ｂⅠ，ｒ＋１ｉ，ｊ，ｋ （ｕ，０，ｗ）｝ｉ＋ｊ＋ｋ＝ｒ＋１和

｛ｂⅠ，ｒ＋１ｉ，ｊ，ｋ （ｕ，ｖ，０）｝ｉ＋ｊ＋ｋ＝ｒ＋１也满足引理１。
综上所述，引理１成立。
由于 两 种 二 元 ＱＢｅｒｎｓｔｅｉｎ基 函 数 和 三 角

ＱＢéｚｉｅｒ曲面性质相似，所以下面只证明 ｔ＝Ⅰ时命题４
成立，当 ｔ＝Ⅱ时证明过程与 ｔ＝Ⅰ的类似。

证明：Ⅰ型三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面 ＳⅠ，ｎ（ｕ，ｖ，ｗ）的
一条边界曲线为

ＳⅠ，ｎ（ｕ，ｖ，０）＝ ∑
ｉ＋ｊ＋ｋ＝ｎ

ｂⅠ，ｎｉ，ｊ，ｋ（ｕ，ｖ，０）Ｐｉ，ｊ，ｋ

根据引理１，ＳⅠ，ｎ（ｕ，ｖ，０）与 λⅠ２ 无关，所以仅改

变 λⅠ２ 而 λ
Ⅰ
１ 不变时，曲面 Ｓ

Ⅰ，ｎ（ｕ，ｖ，ｗ）的边界曲线

ＳⅠ，ｎ（ｕ，ｖ，０）保持不变。同理可得，此时曲面
ＳⅠ，ｎ（ｕ，ｖ，ｗ）的另外 ２条边界曲线 ＳⅠ，ｎ（ｕ，０，ｗ）、
ＳⅠ，ｎ（０，ｖ，ｗ）也保持不变。由此命题４成立。

根据命题 ４，当设计人员对三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面
的边界曲线满意而仍需要调整三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面
时，只需调整形状参数 λｔ２（ｔ＝Ⅰ，Ⅱ）即可。

４　数值实例

图１和图２给出了三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面 ＳⅠ，２（ｕ，
ｖ，ｗ）和 ＳⅡ，３（ｕ，ｖ，ｗ）在一个形状参数改变而另一个
形状参数不变时，三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面的变化情况。

图 １　三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面 ＳⅠ ，２（ｕ，ｖ，ｗ）

Ｆｉｇ．１　ＴｒｉａｎｇｕｌａｒＱＢéｚｉｅｒｓｕｒｆａｃｅｓＳⅠ ，２（ｕ，ｖ，ｗ）

（ａ）λⅠ１＝１，λⅠ２＝４　（ｂ）λⅠ１＝２，λⅠ２＝４　（ｃ）λⅠ１＝３，λⅠ２＝４

（ｄ）λⅠ１＝４，λⅠ２＝４　（ｅ）λⅠ１＝２，λⅠ２＝０　（ｆ）λⅠ１＝２，λⅠ２＝５／３

（ｇ）λⅠ１＝２，λⅠ２＝１０／３　（ｈ）λⅠ１＝２，λⅠ２＝５

　
由图１和图２可得：
（１）图１和图２验证了命题３：当任意一个形状

参数增大而另一个形状参数保持不变时，三角

ＱＢéｚｉｅｒ曲面将靠近控制网格。
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图 ２　三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面 ＳⅡ ，３（ｕ，ｖ，ｗ）

Ｆｉｇ．２　ＴｒｉａｎｇｕｌａｒＱＢéｚｉｅｒｓｕｒｆａｃｅｓＳⅡ ，３（ｕ，ｖ，ｗ）

（ａ）λⅡ１＝０，λⅡ２＝２　（ｂ）λⅡ１＝１，λⅡ２＝２　（ｃ）λⅡ１＝２，λⅡ２＝２

（ｄ）λⅡ１＝３，λⅡ２＝２　（ｅ）λⅡ１＝２，λⅡ２＝０　（ｆ）λⅡ１＝２，λⅡ２＝２／３

（ｇ）λⅡ１＝２，λⅡ２＝４／３　（ｈ）λⅡ１＝２，λⅡ２＝２

　
（２）图１ａ～１ｄ和图 ２ａ～２ｄ验证了推论 １。根

据命题２，图 １ｃ中的曲面即为 ２阶三角 Ｂéｚｉｅｒ曲面
Ｓ２（ｕ，ｖ，ｗ），显然有图１ａ和图 １ｂ中的三角 ＱＢéｚｉｅｒ
曲面在 Ｓ２（ｕ，ｖ，ｗ）远离控制网格的一侧，图１ｄ中的
三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面在 Ｓ２（ｕ，ｖ，ｗ）靠近控制网格的一
侧，对图２ａ～２ｄ进行观察后也可验证推论 １的结
论。

（３）图１ｅ～１ｈ和图２ｅ～２ｈ验证了命题 ４：保持
形状参数 λｔ１（ｔ＝Ⅰ，Ⅱ）不变而改变形状参数 λ

ｔ
２

（ｔ＝Ⅰ，Ⅱ）的值时，三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面的 ３条边界
曲线保持不变。图１和图２得到了一些与众不同的
曲面（图１ｅ和图２ｅ），使所得曲面的种类更加丰富。
在曲面边界曲线固定后，利用 λｔ２（ｔ＝Ⅰ，Ⅱ）仍然能
够对曲面进行微调，这是以往的结果中不曾出现的。

５　三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面间的 Ｃ０连续光滑拼接

　　尽管多张曲面片的光滑拼接是几何外形设计的
核心内容之一，但在已有的相关工作中，仅文献

［１６］对此进行了相应的讨论。这里，借助命题 ４，给
出两张同类型的三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面在进行形状调整
时仍能够保持 Ｃ０连续拼接的充分条件：

命题５：当 ｔ＝Ⅰ，Ⅱ时，设两张三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲
面 Ｓｔ，ｎ１ （ｕ，ｖ，ｗ）和 Ｓ

ｔ，ｎ
２ （ｕ，ｖ，ｗ）的形状参数分别为

λｔ１、λ
ｔ
２和 μ

ｔ
１、μ

ｔ
２，则当两张曲面的边界有公共的控制

顶点时，仅改变 λｔ２和 μ
ｔ
２将使两张曲面在行形状调

整时仍能够保持 Ｃ０连续拼接。
命题５的结论可由命题４直接得到，限于篇幅，

此处不再赘述。

６　两种三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面的比较

从两个角度对本文提出的两种三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲
面进行比较：

（１）计算量：ｎ阶Ⅰ型和Ⅱ型三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面
都对应着（ｎ＋１）（ｎ＋２）／２个控制顶点，但是两种
曲面所对应的二元 ＱＢｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数其次数是不
同的———ｎ阶Ⅰ型和Ⅱ型二元 ＱＢｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数的
次数分别是是 ｎ＋２次和 ｎ次。因此，如果给定数目
相同的控制顶点，Ⅰ型三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面的计算量
大于Ⅱ型三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面。

（２）三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面的变化范围：根据推论 １，
当形状参数发生变化时，３阶Ⅱ型三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲
面 ＳⅡ，３（ｕ，ｖ，ｗ）只能出现在 Ｓ３（ｕ，ｖ，ｗ）远离控制网
格的一侧，２阶Ⅰ型三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面 ＳⅠ，２（ｕ，ｖ，ｗ）
则可以出现在 Ｓ２（ｕ，ｖ，ｗ）的两侧。因此，Ⅰ型三角
ＱＢéｚｉｅｒ曲面的变化范围大于Ⅱ型三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲
面。

综上所述，Ⅰ型三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面的计算量大，
变化范围也大；而Ⅱ型三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面的计算量
小，变化范围也小。那么在进行曲面设计时，可以结

合计算量和曲面变化范围来进行选择。

７　结束语

构造了两种三角域上带两个形状参数的二元

ＱＢｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数，并在此基础上构造了两种带两
个形状参数的三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面。这两种三角
ＱＢéｚｉｅｒ曲面不仅具有与三角 Ｂéｚｉｅｒ曲面相似的性
质———几何不变性、仿射不变性、凸包性、对称性、表

示唯一性、角点插值性和角点切平面性；而且在控制

顶点固定的前提下，三角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面的外形可以
通过改变形状参数的值来进行调整。以往研究只带

有一个形状参数的 ＱＢｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数都是它的特
例（表１）。这些形状参数几何意义明显，还能使曲
面在３条边界曲线固定后仍能够调整外形。最后，
从计算量和曲面变化范围两方面对这两种三角

Ｂéｚｉｅｒ曲面进行比较，讨论了该如何选取合适的三
角 ＱＢéｚｉｅｒ曲面进行曲面设计。
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