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浮动推杆盘形凸轮机构广义第Ⅱ类机构综合问题

常　勇　林荣富　李延平
（集美大学机械工程学院，厦门 ３６１０２１）

摘要：通过坐标系建立、浮动数轴概念提出和推程前半／后半区段划分，特别是通过引入偏距，在预定连杆方位

线———一维综合前提框架下，关于偏置式机构，提出整程区间套存在性（态）内涵及求解原理，滚子中心、凸轮理论

基圆半径的存在性（态），非劣解、劣解区间套和区间最优解等的求解理论方法。随之，对偏距解得其有解区间套，

在非预定连杆方位线———二维综合前提框架下，关于偏置／正置式机构，提出整程区域套———机构解全域、非劣解、

劣解区域套和全域最优解等新概念及其求解理论方法。在已有正置式机构第Ⅱ类综合问题研究成果基础上，研究

解决了偏置式机构的一维和偏置／正置式机构的二维第Ⅱ类综合问题。拓展丰富了机构综合问题的解空间和优解

空间，阐释论证了引入偏置式机构并开展研究具有重要的理论价值和实际意义。通过两个机构综合实例，论证了

偏置式较正置式机构的优越性。
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　　引言

２０１０年作者概括、归纳出作平面运动滚子从动

件即浮动推杆盘形凸轮机构的Ⅰ、Ⅱ两大类机构综
合问题；第Ⅱ机构综合表述为［１］

：已知连杆从动构

件系统的运动学尺寸、输出件推程起始／终止位置和



（角）位移规律、许用压力角、凸轮轴心位置和滚子

中心所在作平面运动连杆的某一方位线上等条件，

求解滚子中心的容许选择区段、凸轮基圆半径的许

用取值范围等。２０１２年再提出向径标刻线等新概
念，研究解决了槽道、共轭和等径等形锁合凸轮机构

的第Ⅱ类综合问题［２］
。根据前述研究思路，分别将

文献［１～２］、本文讨论的第Ⅱ类机构综合问题定义
为狭义第Ⅱ类机构综合问题和广义第Ⅱ类机构综合
问题。

本文通过选取更具一般性的偏置式机构为研究

对象，以文献［１～２］研究成果为基础，在预定连杆
方位线—一维综合前提框架下，提出瞬时、整程区间

套存在性（态）内涵及求解原理，滚子中心、凸轮理

论基圆半径的存在性（态）、非劣解、劣解区间套和

区间最优解等的求解理论方法。随之，将偏距作为

牵引变量，搜索解得其有解区间套，在非预定连杆方

位线—二维综合前提框架下，提出整程区域套、非劣

解、劣解区域套和全域最优解等的求解理论方法。

在解决正置式机构第Ⅱ类机构综合问题基础上，解
决偏置式机构的一维、二维第Ⅱ类机构综合问题，延
伸第Ⅱ类机构综合问题的解空间和优解空间。

１　广义第Ⅱ类机构综合问题的准确表述

源于高速印刷机机构
［１］
———正置式机构的拓

展／引伸构型———偏置式机构，如图１所示。由凸轮
１、连杆２、摇块３、滚子４、摇杆５和机架０组成，凸轮
１、摇杆５分别为输入和输出件。

图 １　高速印刷机（正置式）机构的拓展／

引伸构型———偏置式机构

Ｆｉｇ．１　Ｅｘｐａｎｄｉｎｇｍｅｃｈａｎｉｓｍｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｏｆｈｉｇｈ

ｓｐｅｅｄｐｒｉｎｔｉｎｇｍａｃｈｉｎｅｍｅｃｈａｎｉｓｍ（ｎｏｎｏｆｆｓｅｔ

ｍｅｃｈａｎｉｓｍ）—ｏｆｆｓｅｔｍｅｃｈａｎｉｓｍ
（ａ）凸轮顺时针转动　 （ｂ）凸轮逆时针转动

其第Ⅱ类机构综合问题准确描述为：已知机架
和摇杆长度 ｌ０、ｌ５，偏距 ｅ，摇杆推程始、终位置 Ｏ２０Ａ、

Ｏ２ｍＡ，摇杆的推程初位角 θ５０、行程角 βｍ和推程角位

移规律 β＝β（θ１）；推程运动角 Φ０，推程许用压力角

［α］，凸轮１、摇块 ３和机架 ０在 Ｏ１点处复合铰接，
滚子中心 Ｃ位于摇块 ３、连杆 ２的移动副导路方位
线 Ｏ１Ｏ２Ｐ上。

求解：①一维综合问题：瞬时、整程区间套，滚子
中心 Ｃ、凸轮理论基圆半径 ｒ０的存在性和存在性态，
非劣解、劣解区间套，区间最优解的求解确定等。

②二维综合问题：ｅ有解区间套，整程区域套、非劣
解、劣解区域套和全域最优解的求解等。

本文讨论的机构综合问题，由原初正置式机构

的一维综合问题
［１～２］

，上升为偏置式机构的一维、二

维综合问题，纳入广义第Ⅱ类机构综合问题。

２　预备公式建立、浮动数轴引入和推程前
半、后半区段划分

　　（１）预备公式的建立

建直角坐标系 Ｏ１ｘｙ如图 １所示。选凸轮轴心

与原点 Ｏ１重合，ｘ轴正向与 Ｏ１Ａ一致，θ２Ｐ、θ５分别为

连杆导路方位线 Ｏ１Ｏ２Ｐ、摇杆 ＡＯ２与 ｘ轴正向夹角，

θ１为凸轮转角。
建立封闭矢量方程（从略），推演得到连杆 ２导

路段 Ｏ１Ｏ２Ｐ的长度和位置角
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（２）
式（２）及后面的式（３）、（５）～（９）中，λ、ｅ皆有正、负
和零之分。

如图１所示，分为正偏置（ｅ＞０、λ＞０）、零偏置
（ｅ＝０、λ＝０）和负偏置（ｅ＜０、λ＜０）３种情况。

显然，文献［１］讨论的为上述 ３种情况之中零
偏置亦即正置式（ｅ＝０、λ＝０）时的情况。

连杆２的类角速度
ｄθ２Ｐ／ｄθ１＝ｄθ２／ｄθ１＋ｄλ／ｄθ１ （３）

其中 ｄθ２／ｄθ１＝－ｌ５（ｄβ／ｄθ１）［ｌ５＋

ｌ０ｃｏｓ（θ５０－β）］／［ｌ
２
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２
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绝对瞬心 Ｐ２０的坐标
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ｘＰ２０＝ｌ０ｔａｎ（θ５０－β）／［ｔａｎ（θ５０－β）＋ｃｏｔ（θ２＋λ）］

ｙＰ２０＝－ｌ０ｔａｎ（θ５０－β）ｃｏｔ（θ２＋λ）／［ｔａｎ（θ５０－β）＋

　　ｃｏｔ（θ２＋λ
{

）］

（６）
选取 Ｐ１０Ｐ２０为基准线段，据定比分点原理

［４］
，相

对瞬心 Ｐ２１的坐标
ｘＰ２１＝±［｜ｄθ２Ｐ／ｄθ１｜／（±｜ｄθ２Ｐ／ｄθ１｜－１）］·
［ｌ０ｔａｎ（θ５０－β）／［ｔａｎ（θ５０－β）＋ｃｏｔ（θ２＋λ）］

（７）

ｙＰ２１＝±［｜ｄθ２Ｐ／ｄθ１｜／（±｜ｄθ２Ｐ／ｄθ１｜－１）］［－ｌ０·
ｔａｎ（θ５０－β）ｃｏｔ（θ２＋λ）］／［ｔａｎ（θ５０－β）＋ｃｏｔ（θ２＋λ）］

（８）
式（７）和（８）中，各“±”的“＋”号对应同摆式机构，
而“

'

”号对应异摆式机构
［１］
。

如图２所示，瞬心 Ｐ２０、Ｐ１０间的距离和瞬心 Ｐ２０、
Ｐ２１间的距离分别为

ｌＰ２０Ｐ１０＝（ｘ
２
Ｐ２０＋ｙ

２
Ｐ２０）

１／２
（９）

ｌＰ２１Ｐ１０＝（ｘ
２
Ｐ２１＋ｙ

２
Ｐ２１）

１／２
（１０）

图 ２　前、后半区段划分和“瞬时区间套”确定

Ｆｉｇ．２　Ｄｉｖｉｓｉｏｎｏｆｆｏｒｍｅｒ／ｌａｔｔｅｒｈａｌｆｐｅｒｉｏｄｏｎｒｉｓｅａｎｄｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎｏｆｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓｎｅｓｔｅｄｉｎｔｅｒｖａｌ
（ａ）正偏置机构（ｅ＞０）　（ｂ）负偏置机构（ｅ＜０）

　
　　ｌＰ２０Ｐ１０、ｌＰ２１Ｐ１０是 θ１的一元函数。下文，将 ｌＰ２０Ｐ１０、
ｌＰ２１Ｐ１０简记为 ｌ２０和 ｌ２１。

（２）浮动数轴的概念
浮动数轴，系指固连于连杆 ２上，选取 Ｏ２Ｐ为原

点、Ｏ２Ｐ→Ｏ１为其正向，随连杆作平面运动的数轴
Ｏ２Ｐｚ，如图１ａ、１ｂ所示。

建立起浮动数轴 Ｏ２Ｐｚ，导路方位线 Ｏ１Ｏ２Ｐ上的
点 Ｃ，可以其坐标 ｚＣ表示。

（３）推程前半、后半区段划分和分界点的求解
如图２所示，Ｐ２０、Ｐ１０为连杆 ２、凸轮 １的绝对瞬

心、Ｐ２１为连杆 ２与凸轮 １的相对瞬心。推程中，可
能时为同摆式、时为异摆式机构。

推程前半区段：摇杆 ５位于 Ｏ２０Ａ→Ｏ２ｂＡ之间。
Ｐ２０ｆ位于导路方位线 Ｏ１Ｏ２Ｐ的上方。

推程后半区段：摇杆 ５位于 Ｏ２ｂＡ→Ｏ２ｍＡ之间。
Ｐ２０ｒ位于导路方位线 Ｏ１Ｏ２Ｐ的下方。

分界点 Ｏ２ｂ满足条件：Ｏ２ｂＡ⊥Ｏ１Ｏ２Ｐ。此时 Ｐ２０处
垂直于 Ｏ１Ｏ２Ｐ无穷远处，故有

ｃｏｓ（１８０°－θ５０＋β
）＝（ｌ５＋ｅ）／ｌ０ （１１）

其中 β ＝ａｒｃｃｏｓ（（ｌ５＋ｅ）／ｌ０）＋θ５０－１８０°

（１２）

将 β代入 β＝β（θ１），一维搜索解得对应凸轮转角

θ１。

若以凸轮转角 θ１划分：推程前半区段有 θ１∈

［０°，θ１］，推程后半区段有 θ１∈［θ

１，Ф０］。

３　一维前提框架下的第Ⅱ类机构综合问题

　　本节研究，皆是在预定连杆导路方位线即预定

偏距 ｅ的前提下进行的。
机构综合问题实质，是在预定连杆导路方位线

上求解“整程区间套”的问题。对应机构解域，是一

维的直线区间，如图３ａ所示。
据上，将一维前提框架下的第Ⅱ类机构综合问

题，简称为一维综合问题。

３１　凸轮—顺时针转动
３１１　瞬时、整程区间套的求解原理

如图 ２所示，前半区段—异摆式机构，后半区
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图 ３　“整程区间套”与“整程区域套”

Ｆｉｇ．３　Ｗｈｏｌｅｎｅｓｔｅｄｉｎｔｅｒｖａｌａｎｄｗｈｏｌｅｎｅｓｔｅｄｒｅｇｉｏｎ
（ａ）一维综合问题解域———“整程区间套”

（ｂ）整程区域套———Ｃ ｜｛Ｃ｝、｛Ｃ ｜ｅ∈｝和｛Ｃ１［α］｝、｛Ｃ２［α］｝等

（ｃ）整程区域套———ｅｍｉｎ［α］｜０、ｅｍａｘ［α］｜０和 ｅｍｉｎ［α］｜ｅｃ、ｅｍａｘ［α］｜ｅｃ等

　
段—同摆式机构。整个推程，Ｐ２１始终位于导路方位
线 Ｏ１Ｏ２Ｐ的上方。

（１）前半区段
任一瞬时位置，以 Ｐ２０ｆＰ２１ｆ为弦、朝浮动数轴 Ｏ２Ｐ

ｚ负向作优弧，使满足
∠Ｐ２０ｆＣｆｍａｊｏｒＰ２１ｆ＝９０°－［α］ （１３）

理论上存在３种可能性：优弧与 Ｏ２Ｐｚ相交、相切和
相离。

若为第一种—优弧交割 Ｏ２Ｐｚ得 Ｃ１ｆ、Ｃ２ｆ两点，满
足

∠Ｐ２０ｆＣ１ｆＰ２１ｆ＝∠Ｐ２０ｆＣ２ｆＰ２１ｆ＝９０°－［α］ （１４）
（２）后半区段
任一瞬时位置，以 Ｐ２０ｒＰ２１ｒ为弦、朝旋浮数轴 Ｏ２Ｐ

ｚ负向分别作优弧、劣弧，使满足
∠Ｐ２０ｒＣｒｍａｊｏｒＰ２１ｒ＝９０°－［α］ （１５）
∠Ｐ２０ｒＣｒｍｉｎｏｒＰ２１ｒ＝９０°＋［α］ （１６）

仅存在１种可能性：优弧、劣弧必分别与 Ｏ２Ｐｚ相交。
优弧、劣弧交割 Ｏ２Ｐｚ得 Ｃ１ｒ、Ｃ２ｒ两点，满足

∠Ｐ２０ｒＣ１ｒＰ２１ｒ＝９０°－［α］ （１７）
∠Ｐ２０ｒＣ２ｒＰ２１ｒ＝９０°＋［α］ （１８）

任一瞬时位置，满足 α≤［α］条件滚子中心 Ｃ
的解集：位于导路方位线 Ｏ１Ｏ２Ｐ上、居于 Ｃ１和 Ｃ２之
间的瞬时区间套［ｚＣ１，ｚＣ２］。

整个推程，满足 α≤［α］条件滚子中心 Ｃ的解
集：位于导路方位线 Ｏ１Ｏ２Ｐ上无数［ｚＣ１，ｚＣ２］的交

集———整程区间套［ｚＣ１ｍａｘ，ｚＣ２ｍｉｎ］。ｚＣ１ｍａｘ和 ｚＣ２ｍｉｎ是无
数［ｚＣ１，ｚＣ２］之 ｚＣ１、ｚＣ２的最大和最小者。
３１２　滚子中心 Ｃ、凸轮理论基圆半径 ｒ０的存在性

和存在性态

如图２所示，设 τＣ＝ｌＯ１Ｃ（＞０），则有
ｚＣ１＝ｓ２Ｐ－τＣ１
ｚＣ２＝ｓ２Ｐ－τ{

Ｃ２

（１９）

式中 τＣ１＞τＣ２、ｚＣ１＜ｚＣ２。“瞬时区间套”的解析表述
为［ｓ２Ｐ－τＣ１，ｓ２Ｐ－τＣ２］。

（１）前半区段
ｔａｎ∠Ｐ２０ＣｆＰ２１＝ｔａｎ（∠Ｐ２０ＣｆＯ１－∠Ｐ２１ＣｆＯ１）＝
（ｌ２０／τＣ－ｌ２１／τＣ）／［１＋（ｌ２０／τＣ）（ｌ２１／τＣ）］ （２０）

据式（２０）和（１４），整理得
τ２Ｃ－（ｌ２０－ｌ２１）ｔａｎ［α］τＣ＋ｌ２０ｌ２１＝０ （２１）

判别式

Δｆ（θ１）＝（ｌ２０－ｌ２１）
２ｔａｎ２［α］－４ｌ２０ｌ２１ （２２）

是凸轮转角 θ１的一元函数。Δｆ（θ１）存在大于零、等
于零和小于零３种可能性，与前述的优弧与 Ｏ２Ｐｚ相
交、相切和相离对应。

式（２１）有两解
τＣ１＝｛（ｌ２０－ｌ２１）ｔａｎ［α］＋

［（ｌ２０－ｌ２１）
２ｔａｎ２［α］－４ｌ２０ｌ２１］

１／２
｝／２ （２３）

τＣ２＝｛（ｌ２０－ｌ２１）ｔａｎ［α］－

［（ｌ２０－ｌ２１）
２ｔａｎ２［α］－４ｌ２０ｌ２１］

１／２
｝／２ （２４）

将式（２３）、（２４）和（１）代入式（１９），搜索解得 ｚＣ１ｍａｘｆ＝
（ｓ２Ｐ－τＣ１）ｍａｘｆ和 ｚＣ２ｍｉｎｆ＝（ｓ２Ｐ－τＣ２）ｍｉｎｆ。

（２）后半区段
ｔａｎ∠Ｐ２０Ｃ１ｒＰ２１＝ｔａｎ（∠Ｐ２０Ｃ１ｒＯ１＋∠Ｐ２１Ｃ１ｒＯ１）＝
（ｌ２０／τＣ１＋ｌ２１／τＣ１）／［１－（ｌ２０／τＣ１）（ｌ２１／τＣ１）］

（２５）
据式（２５）和（１７），整理得

τ２Ｃ１－（ｌ２０＋ｌ２１）ｔａｎ［α］τＣ１－ｌ２０ｌ２１＝０ （２６）
判别式

Δｒ（θ１）＝（ｌ２０＋ｌ２１）
２ｔａｎ２［α］＋４ｌ２０ｌ２１ （２７）

亦是 θ１的一元函数。Δｒ（θ１）仅存在大于零 １种情
况。

式（２６）有两解，取 τＣ１＞０（舍 τＣ１＜０）者

τＣ１＝｛（ｌ２０＋ｌ２１）ｔａｎ［α］＋

［（ｌ２０＋ｌ２１）
２ｔａｎ２［α］＋４ｌ２０ｌ２１］

１／２
｝／２ （２８）

同理，设 τＣ２＝ｌＯ１Ｃ２，则
ｔａｎ∠Ｐ２０Ｃ２ｒＰ２１＝ｔａｎ（∠Ｐ２０Ｃ２ｒＯ１＋∠Ｐ２１Ｃ２ｒＯ１）＝
（ｌ２０／τＣ２＋ｌ２１／τＣ２）／［１－（ｌ２０／τＣ２）（ｌ２１／τＣ２）］

（２９）
据式（２９）和（１８），得

τ２Ｃ２＋（ｌ２０＋ｌ２１）ｔａｎ［α］τＣ２－ｌ２０ｌ２１＝０ （３０）
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判别式同式（２７）。
同理，取 τＣ２＞０（舍 τＣ２＜０）者

τＣ２＝｛－（ｌ２０＋ｌ２１）ｔａｎ［α］＋

［（ｌ２０＋ｌ２１）
２ｔａｎ２［α］＋４ｌ２０ｌ２１］

１／２
｝／２ （３１）

将式（２８）、（３１）和（１）代入式（１９），搜索解得
ｚＣ１ｍａｘｒ＝（ｓ２Ｐ－τＣ１）ｍａｘｒ （３２）
ｚＣ２ｍｉｎｒ＝（ｓ２Ｐ－τＣ２）ｍｉｎｒ （３３）

进而，求解确定

ｚＣ１ｍａｘ＝ｍａｘ｛ｚＣ１ｍａｘｆ，ｚＣ１ｍａｘｒ｝ （３４）
ｚＣ２ｍｉｎ＝ｍｉｎ｛ｚＣ２ｍｉｎｆ，ｚＣ２ｍｉｎｒ｝ （３５）

于是，滚子中心 Ｃ的容许选择区段———整程区间套
为

ｚＣ∈［ｚＣ１ｍａｘ，ｚＣ２ｍｉｎ］［α］ （３６）
对滚子中心 Ｃ、凸轮理论基圆半径 ｒ０的存在性

和存在性态，得到重要结论：

（１）若存在
Δｆ（θ１）＜０ （３７）

成立的解 θ１，则［ｚＣ１ｍａｘ，ｚＣ２ｍｉｎ］［α］＝Ω（空集），满足
α≤［α］条件的机构解不存在。

几何直观解释：前述的优弧和（或）劣弧，与浮

动数轴 Ｏ２Ｐｚ相离即不交割。
（２）θ１∈［０，Ф０］，若恒有

Δｆ（θ１）≥０ （３８）
几何直观解释：大于、等于分别表示前述的优弧

和（或）劣弧，与浮动数轴 Ｏ２Ｐｚ相交、相切。
再加之

（２ １）若 ｚＣ１ｍａｘ＞ｚＣ２ｍｉｎ （３９）
则［ｚＣ１ｍａｘ，ｚＣ２ｍｉｎ］［α］＝Ω（空集），满足 α≤［α］条件的
机构解不存在。

（２ ２）若 ｚＣ１ｍａｘ＝ｚＣ２ｍｉｎ （４０）
则［ｚＣ１ｍａｘ，ｚＣ２ｍｉｎ］［α］＝Λ（独集），存在满足 α＝［α］条
件的机构解唯一。

（２ ３）若 ｚＣ１ｍａｘ＜ｚＣ２ｍｉｎ （４１）
则［ｚＣ１ｍａｘ，ｚＣ２ｍｉｎ］［α］＝Γ（无穷集），存在满足 α＝［α］
条件的机构解两个，存在满足 α＜［α］条件的机构
解无数个。

满足式（４１），且 ｅ＝ｅｃ（某一定值），加得两点重
要结论：

（２ ３ １）如图３ａ所示，若［α］１＞［α］２，则
［ｚＣ１ｍａｘ，ｚＣ２ｍｉｎ］ｅｃ［α］１∩［ｚＣ１ｍａｘ，ｚＣ２ｍｉｎ］ｅｃ［α］２＝

［ｚＣ１ｍａｘ，ｚＣ２ｍｉｎ］ｅｃ［α］ （４２）
式（４２）表明：随［α］减小，［ｚＣ１ｍａｘ，ｚＣ２ｍｉｎ］ｅｃ［α］不断收
缩，［α］值小者一定嵌套在［α］值大者的内部。

（２ ３ ２）如图 ３ａ所示，当［α］减至［α］时，
恰［ｚＣ１ｍａｘ，ｚＣ２ｍｉｎ］ｅｃ［α］收缩、聚敛为一点 Ｃ

 ｜ｅｃ，如下式
所述；若取滚子中心

ｚＣ ｜ｅｃ＝ｚ

Ｃ１ｍａｘ｜ｅｃ＝ｚ


Ｃ２ｍｉｎ｜ｅｃ （４３）

对应取得［α］ｍｉｎ｜ｅｃ或［α］ｏｐｔ｜ｅｃ，即最小或最优压力
角，此时

［α］｜ｅｃ＝［α］ｍｉｎ｜ｅｃ＝［α］ｏｐｔ｜ｅｃ （４４）

即：当 ｚＣ由 ｚＣ１ｍａｘ｜ｅｃ渐增至 ｚ

Ｃ ｜ｅｃ时，压力角许用值由

［α］单调减至［α］；当 ｚＣ由 ｚ

Ｃ ｜ｅｃ渐增至 ｚＣ２ｍｉｎ｜ｅｃ时，

又由［α］单调增至［α］。
Ｃ｜ｅｃ的涵义：ｅ＝ｅｃ（某一定值）时，对应的收

缩、聚敛点。

据上可知，整程区间套 ［ｚＣ１ｍａｘ，ｚＣ２ｍｉｎ］［α］由左、
右两端点 Ｃ１［α］、Ｃ２［α］封闭而成，内部存在一个脊点

Ｃ｜ｅｃ，如图３ａ所示。

显然，脊点 Ｃ ｜ｅｃ将［ｚＣ１ｍａｘ，ｚＣ２ｍｉｎ］［α］一分为

二———划分成由 Ｃ１［α］、Ｃ
｜ｅｃ和 Ｃ

 ｜ｅｃ、Ｃ２［α］为左、右

端点的两子区间套［ｚＣ１ｍａｘ，ｚ

Ｃ］［α］和 ［ｚ


Ｃ，ｚＣ２ｍｉｎ］［α］如

图３ａ所示。
３１３　劣解区间套［ｚＣ１ｍａｘ，ｚ


Ｃ］［α］、非劣解区间套

［ｚＣ，ｚＣ２ｍｉｎ］［α］的求解
基圆半径 ｒ０、压力角 α是衡量机构紧凑性、传动

性能优劣的两个重要评价指标。

满足式（４１）且 ｅ＝ｅｃ（某一定值）时：

（１）［ｚＣ１ｍａｘ，ｚ

Ｃ］［α］：始于 Ｃ１［α］，沿 Ｃ１［α］→Ｃ

 ｜ｅｃ
选取 Ｃ，靠近 Ｃ｜ｅｃ者 ｒ０、α皆占优；远离 Ｃ

 ｜ｅｃ者 ｒ０、
α皆居劣。

（２）［ｚＣ，ｚＣ２ｍｉｎ］［α］：始于 Ｃ
｜ｅｃ，沿 Ｃ

｜ｅｃ→Ｃ２［α］
选取 Ｃ，靠近 Ｃ ｜ｅｃ者 ｒ０居劣、α占优，远离 Ｃ

 ｜ｅｃ者
α居劣、ｒ０占优。

（３）［ｚＣ１ｍａｘ，ｚ

Ｃ］［α］较［ｚ


Ｃ，ｚＣ２ｍｉｎ］［α］：同［α］条件

下，前者 ｒ０居劣，后者 ｒ０占优。

于是，得到结论：［ｚＣ１ｍａｘ，ｚ

Ｃ］［α］、［ｚ


Ｃ，ｚＣ２ｍｉｎ］［α］

分别是整程区间套［ｚＣ１ｍａｘ，ｚＣ２ｍｉｎ］［α］的劣解区间套和
非劣解区间套，如图３ａ所示。
３１４　区间最优解 ｒ０ｍｉｎ｜ｅｃ、［α］

｜ｅｃ的求解
满足式（４０），凸轮唯一理论基圆半径

ｒ０ｍｉｎ｜ｅｃ＝ｒ０ｍａｘ｜ｅｃ＝
（ｓ２Ｐ）０－ｚＣ２ｍｉｎ＝（ｓ２Ｐ）０－ｚＣ１ｍａｘ （４５）

式中，（ｓ２Ｐ）０为推程起始位置 ｓ２Ｐ值，据式（１）可得

（ｓ２Ｐ）０＝［ｌ
２
０＋ｌ

２
５＋２ｌ０ｌ５ｃｏｓθ５０－ｅ

２
］
１／２

（４６）
满足式（４１），凸轮最小、最大理论基圆半径

ｒ０ｍｉｎ｜ｅｃ＝（ｓ２Ｐ）０－ｚＣ２ｍｉｎ （４７）
ｒ０ｍａｘ｜ｅｃ＝（ｓ２Ｐ）０－ｚＣ１ｍａｘ （４８）

对应 ｒ０ｍｉｎ｜ｅｃ、ｒ０ｍａｘ｜ｅｃ的滚子中心点，记为 Ｃ２［α］｜ｅｃ和
Ｃ１［α］｜ｅｃ，如图３ａ所示。

ｒ０的许用取值范围 ｒ０∈［ｒ０ｍｉｎ｜ｅｃ，ｒ０ｍａｘ｜ｅｃ］［α］。
凸轮最优理论基圆半径
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ｒ０ ｜ｅｃ＝ｒ０ｏｐｔ｜ｅｃ＝（ｓ２Ｐ）０－ｚ

Ｃ （４９）

此处所谓最优，指传动性能指标达到最优即［α］＝
［α］｜ｅｃ＝［α］ｍｉｎ｜ｅｃ＝［α］ｏｐｔ｜ｅｃ。

综上可知，有

ｒ０ｍｉｎ｜ｅｃ＜ｒ

０ ｜ｅｃ＜ｒ０ｍａｘ｜ｅｃ （５０）

一般地，因回程取［α］ｒ＝７０°～８０°，推程整程区
间套一般皆嵌套于回程的整程区间套中，故可免予

考虑回程。

３２　凸轮—逆时针转动
式（１）～（４９），虽由偏置式机构推得，亦适用于

正置式机构，是偏置式／正置式机构的通用公式。
例如，ｅ＝０、λ＝０时，本文式（１）、（３）和（６）～

（９）即演变为文献［１］的式（１）～（６）。

４　二维前提框架下的第Ⅱ类机构综合问题

本节研究，是在非预定连杆导路方位线，即非预

定偏距 ｅ的前提下进行的。
机构综合问题实质，是在非预定连杆导路方位

线情况下求解整程区域套的问题。对应机构解域，

是一个二维的平面区域，如图３ｂ所示。
据上，故称二维前提框架下的第Ⅱ类机构综合

问题，简称二维综合问题。

４１　凸轮—顺时针转动
４１１　ｅ有解区间套的求解

ｅ是具有牵引功能的一个重要变量。其理论取
值范围，分析如下：无论正（ｅ＞０）、负（ｅ＜０）偏置，
据图１中△Ｏ１Ｏ２ＰＯ２的推程初始位置，有 Ｏ２ＰＯ２＜Ｏ２０
Ｏ１即｜ｅ｜＜ｓ２０，即 ｅ∈（－ｓ２０，ｓ２０）即 －９０°＜λ＜９０°。

实际上，ｅ取值未靠近（－ｓ２０，ｓ２０）左、右两端点
甚至相距较远时，满足 α≤［α］条件的机构解已不
存在。

给定［α］值，将对应机构有解之 ｅ的实际取值
范围———有解区间套，记以 ｅ∈［ｅｍｉｎ，ｅｍａｘ］［α］。

对［ｅｍｉｎ，ｅｍａｘ］［α］的存在性／存在性态，得到如下
结论：

（１）若 ｅ∈［ｅｍｉｎ，ｅｍａｘ］［α］＝Ω（空集），满足 α≤
［α］条件的 ｅ不存在，如图４ａ所示。

（２）若 ｅ∈［ｅｍｉｎ，ｅｍａｘ］［α］＝Λ（独集），满足 α＝
［α］条件的 ｅ存在且唯一，如图４ｂ所示。

（３）若 ｅ∈［ｅｍｉｎ，ｅｍａｘ］［α］＝Γ（无穷集），满足 α＝
［α］条件的 ｅ存在且无数个，如图 ３ｂ和 ４ｃ～４ｅ所
示。

结论（３），具体又可细分为
ｅｍｉｎ＜ｅｍａｘ≤０ （５１）
ｅｍａｘ＞０

ｅｍｉｎ{ ＜０
（５２）

ｅｍａｘ＞ｅｍｉｎ≥０ （５３）
式（５１）～（５３）成立时，对应的｛Ｃ｝［α］形态分布，分
别如图４ｃ～４ｅ所示。
４１２　机构解全域｛Ｃ｝［α］的求解确定

据结论（３）得到对应无数个 ｅ值、满足式（３８）
和 （４１） 的 无 数 个 整 程 区 间 套 ［ｚＣ１ｍａｘ，
ｚＣ２ｍｉｎ］［α］ｅ∈［ｅｍｉｎ，ｅｍａｘ］［α］简记以［ｚＣ１ｍａｘ，ｚＣ２ｍｉｎ］［α］ｅ。

实质上，这是由无数个一维整程区间套构成的

一个二维整程区域套。

机构解全域｛Ｃ｝［α］的新概念：满足 α≤［α］条件
下，滚子中心 Ｃ的解全域———集合｛Ｃ｝［α］ｅ∈，简记为
｛Ｃ｝［α］。｛Ｃ｝［α］即表述的二维整程区域套。

根据结论（３）得知：
（１）如图３ｂ，若［α］１＞［α］２，有

［ｅｍｉｎ，ｅｍａｘ］［α］１∩［ｅｍｉｎ，ｅｍａｘ］［α］２＝
［ｅｍｉｎ，ｅｍａｘ］［α］２ （５４）

［ｚＣ１ｍａｘ，ｚＣ２ｍｉｎ］［α］１ｅ∩［ｚＣ１ｍａｘ，ｚＣ２ｍｉｎ］［α］２ｅ＝
［ｚＣ１ｍａｘ，ｚＣ２ｍｉｎ］［α］２ｅ （５５）

式（５４）～（５５）表明：随［α］减小，有解区间套［ｅｍｉｎ，
ｅｍａｘ］［α］和整程区域套［ｚＣ１ｍａｘ，ｚＣ２ｍｉｎ］［α］ｅ不断地同步
收缩，［α］值小者一定嵌套在［α］值大者的内部。

（２）当［α］逐渐减至［α］时，［ｅｍｉｎ，ｅｍａｘ］［α］和

［ｚＣ１ｍａｘ，ｚＣ２ｍｉｎ］［α］ｅ同时收缩、聚敛为同一点 Ｃ
 ｜｛Ｃ｝，

此时有

ｅ｜ｅ∈ ＝ｅ

ｍｉｎ｜ｅ∈ ＝ｅ


ｍａｘ｜ｅ∈ （５６）

ｚ｜ｅ∈ ＝ｚ

Ｃ１ｍａｘ｜ｅ∈ ＝ｚ


Ｃ２ｍｉｎ｜ｅ∈ （５７）

如图３ｂ所示。
（３）对应 ｅ∈［ｅｍｉｎ，ｅｍａｘ］［α］，据式（４３）～（４４）

得无数个脊点 Ｃ ｜ｅｃ，构成｛Ｃ｝［α］内部的一条脊线

｛Ｃ｜ｅ∈｝，如图３ｂ所示。

沿｛Ｃ｜ｅ∈｝，随 ｅ由 ｅｍｉｎ［α］渐增至 ｅ
时，由［α］

单调减至［α］；由 ｅ 渐增至 ｅｍａｘ［α］时，又由

［α］单调增至［α］。
［α］即为式（４４）表述的无数个［α］ ｜ｅｃ中最

小者，即

［α］ ＝ｍｉｎ｛［α］｜ｅ∈｝ （５８）

可以证明：前述的 Ｃ ｜｛Ｃ｝点，即是 ｅ
、［α］的

对应出现点。

于是，称谓 Ｃ｜｛Ｃ｝点为脊底特征点。表述为

ｅ＝ｅ

ｚＣ＝ｚ

Ｃ

ｒ０＝ｒ

０

［α］＝［α］











 

（５９）

称 Ｃ｜｛Ｃ｝为脊底特征点，因该点［α］
 ｜ｅ值最

小宛如脊底，如图３ｂ所示。
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脊底特征点 Ｃ ｜｛Ｃ｝的内涵———｛Ｃ｝［α］中具有
全局最小（或最优）传动角的机构解。

｛Ｃ｝［α］的求解确定，可选取 ｅ为牵引变量，用一
维搜索方法解决。

方便求解，对 ｅ采取等间距／离散化处理，得离
散搜索求解方法。具体步骤：

（１）取搜索步长
Δｅ＝１０－ｋ （６０）

其中，ｋ＝１～３（自然数），据精度要求而定。
（２）取向上取整函数 ｉｎｔ（－ｓ２０）、向下取整函数

ｉｎｔ（ｓ２０），作为 ｅ的搜索初值和终值。
（３）从 ｉ＝１开始，计算 ｅ的各离散值
ｅｉ＝ｉｎｔ（－ｓ２０）＋ｉΔｅ　（ｉ＝１，２，…，ｉｍａｘ）（６１）

得到 ｅ的离散序列｛ｅｉ｝。其中
ｉｍａｘ＝（ｉｎｔ（ｓ２０）－ｉｎｔ（－ｓ２０））／Δｅ （６２）

据式（５９）～（６０），对 ｅ的搜索已转换为对 ｉ的一维
搜索。

（４）依次取 ｉ＝１～ｉｍａｘ，据第 ２～３节的求解公
式，逐个（组）计算对应的 Δ１２ｉ（含 Δ１ｉ、Δ２ｉ）、ｚＣ１ｍａｘｉ和
ｚＣ２ｍｉｎｉ的具体值。

（５）据式（３７）～（４１），逐个判断各整程区间套
存在性和存在性态，进而决定 ｉ存弃取舍。有解的 ｉ
记为 ｉｙ，存取；无解的 ｉ记为 ｉｎ，弃舍。得有解序列
｛ｉｙ｝；必有 ｉｙ的最小和最大值 ｉｙｍｉｎ、ｉｙｍａｘ。

据｛ｉｙ｝和式（６１）、（３６）和 ｒ０的许用范用，得到
｛ｅｉｙ｝

｛［ｚＣ１ｍａｘｉｙ，ｚＣ２ｍｉｎｉｙ］｝

｛［ｒ０ｍｉｎｉｙ，ｒ０ｍａｘｉｙ
{

］｝

　（ｉ
"

｛ｉｙ｝） （６３）

式（６３）即是以离散形式表述、满足 α≤［α］条件的
机构解全域｛Ｃ｝［α］。

为清晰表达｛Ｃ｝［α］和｛Ｃ
｜ｅ∈｝等，选取固定的标定

基准———机构推程初始位置 Ｏ１Ｏ２０Ａ，将式（６３）的序列
整体、全貌性显呈于机构图中，得到｛Ｃ｝［α］的几何直观
即阴影区域，如图３ｂ或图４ｃ～４ｅ所示。

据理论公式，开发出可快速、自动求解生成

｛Ｃ｝［α］的通用软件 ＣＡＬＲＦＣＹ。
４１３　劣解区域套｛Ｃ１［α］｝、非劣解区域套｛Ｃ２［α］｝

的求解

整程区域套 ｛Ｃ｝［α］由两条边界线 ｛Ｃ１［α］｝、

｛Ｃ２［α］｝闭合而成，内部还有一条脊线｛Ｃ
 ｜ｅ∈｝，如

图３ｂ、４ｄ和４ｅ所示。
｛Ｃ｝ｅ∈将｛Ｃ｝［α］划分为由｛Ｃ１［α］｝、｛Ｃ

 ｜ｅ∈｝和

｛Ｃ｜ｅ∈｝、｛Ｃ２［α］｝作为边界线的两部分———两整程
子区域套｛Ｃ｝１［α］和｛Ｃ｝２［α］。

显而易见，对所有 ｅ值（任意 ｅ＝ｅｃ）：

图 ４　“整程区域套”的存在性与存在性态

Ｆｉｇ．４　Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅａｎｄｅｘｉｓｔｉｎｇｆｏｒｍｏｆｗｈｏｌｅｎｅｓｔｅｄｒｅｇｉｏｎ

（ｌ０＝１４０ｍｍ，ｌ５＝５０ｍｍ，βｍ ＝８０°，Ф０＝１５０°，［α］＝４０°）

（ａ）［ｅｍｉｎ，ｅｍａｘ］［α］＝Ω（空集），θ５０＝１１５°

（ｂ）［ｅｍｉｎ，ｅｍａｘ］［α］＝Λ（独集），θ５０＝１１９２２°

（ｃ）［ｅｍｉｎ，ｅｍａｘ］［α］＝Γ（无穷集），θ５０＝１２０°

（ｄ）［ｅｍｉｎ，ｅｍａｘ］［α］＝Γ（无穷集），θ５０＝１５０°（数据源于例１）

（ｅ）［ｅｍｉｎ，ｅｍａｘ］［α］＝Γ（无穷集），θ５０＝１４８°（数据源于例２）

　
（１） ｛Ｃ｝１［α］：始 于 ｛Ｃ｝１［α］，沿 ｛Ｃ｝１［α］→

｛Ｃ｜ｅ∈｝选取 Ｃ，靠近｛Ｃ
｜ｅ∈｝者 ｒ０、α皆占优，远离

｛Ｃ｜ｅ∈｝者 ｒ０、α皆居劣。
（２）｛Ｃ｝２［α］：始于｛Ｃ

 ｜ｅ∈｝，沿｛Ｃ
 ｜ｅ∈｝→

｛Ｃ｝２［α］选取 Ｃ，靠近｛Ｃ
 ｜ｅ∈｝者 ｒ０居劣、α占优，远

离｛Ｃ｜ｅ∈｝者 α居劣、ｒ０占优。
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（３）｛Ｃ｝１［α］较｛Ｃ｝２［α］：同［α］条件下，前者 ｒ０
居劣，后者 ｒ０占优。

据多目标优化理论
［２０～２１］

，得到结论：｛Ｃ｝１［α］和
｛Ｃ｝２［α］分别为｛Ｃ｝［α］中的劣解区域套和非劣解区
域套。故图３ｂ、４ｄ和４ｅ中，｛Ｃ｝２［α］、｛Ｃ｝１［α］分别用
深色阴影、浅色阴影区域标示。显见，劣解区域套

｛Ｃ｝１［α］理论上即已无优势；实际综合时，仅需考虑
非劣解区域套｛Ｃ｝２［α］。

４１４　全域最优解 Ｃ｜｛Ｃ｝、Ｃ
｜｛Ｃ｝的求解

（１）全域最优解 Ｃ｜｛Ｃ｝的求解确定

全域最优解 Ｃ ｜｛Ｃ｝，系指｛Ｃ｝［α］中对应取得
ｒ０ｍｉｎ最小值即（ｒ０ｍｉｎ）ｍｉｎ的那组机构解。

几何直观解释：分别以 Ｏ１、ｒ

０ｍｉｎ为圆心和半径划

弧，得到的与边界线｛Ｃ｝２［α］的切点 Ｃ

２［α］，如图 ４ｄ

和４ｅ所示。
据式（６３），比较｛［ｒ０ｍｉｎｉｙ，ｒ０ｍａｘｉｙ］｝中所有 ｒ０ｍｉｎｉｙ

值，筛得最小者

ｒ０ｍｉｎ＝（ｒ０ｍｉｎｉｙ）ｍｉｎ＝ｍｉｎ｛ｒ０ｍｉｎｉｙ｝ （６４）

记与 ｒ０ｍｉｎ对应的 ｒ０ｍｉｎｉｙ＝ｒ０ｍｉｎｐｙ，即 ｉｙ＝ｐ。

于是，全域最优解 Ｃ｜｛Ｃ｝
ｅ ＝ｅｐｙ
ｚＣ２ｍｉｎ＝ｚＣ２ｍｉｎｐｙ
ｒ０ｍｉｎ＝ｒ０ｍｉｎ

{
ｐｙ

（６５）

（２）全域最优解 Ｃ｜｛Ｃ｝的求解

全域最优解 Ｃ ｜｛Ｃ｝，系指｛Ｃ｝［α］中满足式
（５６）～（５８）表述的那组机构解。

根据｛ｉｙ｝，据式（４４）、（４３）和（５０）得到
｛ｅｉｙ｝

｛［α］ｍｉｎｉｙ｝＝｛［α］

ｉｙ｝

｛ｚＣｉｙ｝

｛ｒ０ｉｙ













｝

　（ｉ
"

｛ｉｙ｝） （６６）

据式（６６），比较｛［α］ｍｉｎｉｙ｝中所有［α］ｍｉｎｉｙ值，筛
得最小者

［α］ ＝（［α］ｍｉｎｉｙ）ｍｉｎ＝ｍｉｎ｛［α］ｍｉｎｉｙ｝ （６７）

记与［α］对应的［α］ｍｉｎｉｙ＝［α］ｍｉｎｑｙ，即 ｉｙ＝ｑ。

于是，全域最优解 Ｃ｜｛Ｃ｝
ｅ ＝ｅｑｙ
ｚＣ ＝ｚＣｑｙ
ｒ０ ＝ｒ０ｑｙ
［α］ ＝［α］ｍｉｎ













ｑｙ

（６８）

４２　凸轮—逆时针转动
综合第 ３节、第 ４节研究，不难发现：一维综合

问题的最优解是狭义的、一维的和局部性的，而二维

综合问题的最优解则是广义的、二维的和全局性的。

例如，第３节中的 Ｃ２［α］｜ｅｃ和 Ｃ
｜ｅｃ，较之第４节中的

Ｃ｜｛Ｃ｝和 Ｃ
｜｛Ｃ｝。

５　机构综合示例

本文提出和研究偏置式机构的意义在于：①跳
脱正置式机构的局限

［１］
，显著拓展了对象机构范

围。②实现正置式一维综合→偏置式一维综合→二
维综合的提升。③相同前提下，偏置较正置机构，具
有显著的优越性。

特别是第③点所述的显著优越性，下面将结合
两个机构综合示例，给出具体的论证说明。

例１　已知 θ５０＝１５０°，ｌ０＝１４０ｍｍ，ｌ５＝５０ｍｍ，
βｍ ＝８０°，Ф０＝１５０°，［α］＝４０°，摇杆推程摆线运动
规律，凸轮顺时针转动，试回答：

（１）ｅ＝０（正置式）时，求解机构的 ｒ０ｍｉｎ｜０。
（２）ｅ＝１０ｍｍ（偏置式）时，求机构的 ｒ０ｍｉｎ｜１０，

比较和讨论（１）和（２）的求解结果。
（３）机构解全域｛Ｃ｝［α］，并讨论之。
解：

（１）正置式机构一维综合问题。ｅ＝０ｍｍ：据本
文理论公式，解得满足 Δｆ（θ１）＜０成立的解θ１∈
［３８６１７４°，５０９９３２°］，归属式（３７）成立情形，机构
解不存在。

如图 ４ｄ所示，Ｏ１Ｏ２０方位线与机构解全域
｛Ｃ｝［α］———阴影区域没有交集。

（２）偏置式机构一维综合问题。ｅ＝１０ｍｍ：据
θ５０＝１５０°、ｌ０＝１４０ｍｍ、ｌ５＝５０ｍｍ、ｅ＝１０ｍｍ和式

（１３），得 β ＝３４６２３１°。一维搜索解得 θ１ ＝
６９９３７１°。据式（１９）一维搜索，再据式（３４）和
（３５）比较筛选，计算得到 ｚＣ１ｍａｘ＝１８７６０９ｍｍ和
ｚＣ２ｍｉｎ＝５０３２９４ｍｍ。再据式（４６）、（４７）分别算得
（ｓ２Ｐ）０＝９９３７６３ｍｍ、ｒ０ｍｉｎ｜１０＝４９０４６９ｍｍ。

如图 ４ｄ所示，Ｏ１Ｏ２Ｐ方位线通过机构解全域
｛Ｃ｝［α］，且与边界线交于 Ｃ１［α］｜１０、Ｃ２［α］｜１０两点。

比较（１）、（２）的求解结果：正置式机构无解；正
偏置机构有解。综上可得：同前提条件下，偏置式较

正置式机构，具有的显著优越性。

（３）偏置／正置式机构二维综合问题。取ｋ＝２，
据式（５７）和（１），分别计算得到 Δｅ＝００１ｍｍ、ｓ２０＝
９９８７８１ｍｍ、ｉｎｔ（－ｓ２０）＝－９９和 ｉｎｔ（ｓ２０）＝９９。据
式（６１）～（６３）解出所有的 ｅｉｙ、［ｚＣ１ｍａｘ，ｚＣ２ｍｉｎ］ｉｙ和
［ｒ０ｍｉｎ，ｒ０ｍａｘ］ｉｙ，计算所有的 ｅｉｙ、（ｓ２Ｐ）０ｉｙ、ｚＣ１ｍａｘｉｙ、ｚＣ２ｍｉｎｉｙ
和 ｒ０ｍｉｎｉｙ、ｒ０ｍａｘｉｙ数值并列表，详见表１。

机构解全域｛Ｃ｝［α］，可以离散数据序列的表 １
描述。其中，ｉ＝１０２６８～１８０３１为有解区域，ｉ＝１～
１０２６７∪１８０３２～１９８００（＝ｉｍａｘ）为无解区域。详见
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表 １　部分具有代表性的计算结果

Ｔａｂ．１　Ｓｏｍｅｏｆｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

ｍｍ

序号 ｉ 偏距 ｅｉｙ ｚＣ１ｍａｘｉｙ ｚＣ２ｍｉｎｉｙ ｒ０ｍｉｎｉｙ ｒ０ｍａｘｉｙ
     

１０２６８ ３６７００ ３７０４２２ ３８０９１５ ６１７１９２ ６２７６８５

１０２６９ ３６８００ ３６７６２９ ３８３６３２ ６１４４７１ ６３０４７６

１０２７０ ３６９ ３６５５６０ ３８５６１５ ６１２４８５ ６３２５４０

     

１６５５８ ６６５７００ ２３０５５２ ４０９３９０ ３５２６０５ ５３１４４２

１６５５９ ６６５８００ ２３０５５９ ４０９３０６ ３５２６０４ ５３１３５１

１６５６０ ６６５９００ ２３０５６５ ４０９２２２ ３５２６０２ ５３１２６０

     

１８０３１ ８１３０００ ２１９１３４ ２１９１９４ ３６０９７４ ３６１０３４

１８０３２ ８１３１００ ２１９１１４ ２１９０４２ ３６０９８７ ３６０９１４

１８０３３ ８１３２００ ２１９０９４ ２１８８８９ ３６１０００ ３６０７９４

     

ＣＡＬＲＦＣＹ自动生成的图４ｄ所示。
为简短篇幅，表 １中仅列出部分有代表性的离

散数据序列。

引据表 １，得到：当 ｅ∈［ｅｍｉｎ，ｅｍａｘ］［α］＝［３６７００，
８１３０００］时，对应的正偏置机构满足 α≤［α］的条
件。而当 ｅ∈（－９９，３６７００）∪（８１３１００，９９）时，
对应的负偏置、正偏置和正置式机构，皆不满足 α≤
［α］的条件。

比较（１）、（３）的求解结果，可从机构解全域
｛Ｃ｝［α］层面和高度，得到同样结论：相同前提条件
下，偏置式较正置式机构，具有显著的优越性。

值得强调指出：偏置包括方向（正负）和大小两

方面，皆需正确选取，否则会适得其反。

例２　前提已知条件，除 θ５０＝１４８°外，ｌ０、ｌ５、θ５０、

Ф０、［α］、凸轮转向和推程运动规律等皆与例 １相
同。

（１）ｅ＝０ｍｍ时，求解 ｒ０ｍｉｎ｜０，［α］
｜０，ｒ


０ ｜０。

（２）ｅ＝１０ｍｍ时，求解 ｒ０ｍｉｎ｜１０，［α］
｜１０，ｒ


０ ｜１０。

比较讨论（１）和（２）的求解结果。
（３）求解全域最优解 Ｃ ｜｛Ｃ｝、Ｃ

 ｜｛Ｃ｝；比较讨
论（１）和（３）的求解结果。

解：

（１）正置式机构一维综合问题。ｅ＝０ｍｍ：引据
正文公式，通过一维搜索解得 ｒ０ｍｉｎ｜０、［α］

 ｜０和ｒ

０ ｜０

值，见表２且如图４ｅ所示。
（２）偏置式机构的一维综合问题。ｅ＝１０ｍｍ

（＞０）：一维搜索解得 ｒ０ｍｉｎ｜１０、［α］
｜１０和ｒ


０ ｜１０值，见

表２且如图４ｅ所示。
比较讨论（１）和（２）的求解结果：

① Ｃ｜０与 Ｃ
｜１０比较

ｒ０ｍｉｎ｜０＝５５８６３６，ｒ０ｍｉｎ｜１０＝４５８４０２。后者是前
者的８２０６％，尺寸缩小１７９４％。

② Ｃ｜０与 Ｃ
｜１０比较

［α］｜０＝３９５０９８°，［α］
 ｜１０＝３６６８４３°。后

者较前者降低２８２５５°，性能提高７１５％。

表 ２　具有代表性的计算结果

Ｔａｂ．２　Ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

条件
ｅ，（ｅ，ｅ）

／ｍｍ

ｒ０ｍｉｎ

／ｍｍ

［α］（［α］）

／（°）

ｒ０（ｒ０ ）

／ｍｍ

正置 ０ ５５８６３６ ３９５０９８ ６４４６９８

偏置 １０００００ ４５８４０２ ３６６８４３ ６８０７６２

Ｃ ｜｛Ｃ｝ ６５２４００ ３４８５４１

Ｃ ｜｛Ｃ｝ ２６５３００ ３４３４６６ ５４６５３４

　　（３）偏置／正置式机构的二维综合问题。取ｋ＝
２，Δｅ＝００１ｍｍ、ｓ２０＝１０１１３０２ｍｍ、ｉｎｔ（－ｓ２０）＝－１０１
和 ｉｎｔ（ｓ２０）＝１０１。

（３ａ）Ｃ ｜｛Ｃ｝：引据式（６３）比较序列｛［ｒ０ｍｉｎｉｙ，

ｒ０ｍａｘｉｙ］｝筛得 ｒ

０ｍｉｎ、ｅ

，详见表２。

（３ｂ）Ｃ ｜｛Ｃ｝：引据｛ｉｙ｝和式（６３），比较序列

｛［α］ｍｉｎｉｙ｝得［α］
、ｒ０ 和 ｅ

，详见表２。
比较讨论（１）和（３）的求解结果：
① Ｃ｜０与 Ｃ

｜｛Ｃ｝比较
ｒ０ｍｉｎ｜０＝５５８６３６ｍｍ，ｒ０ｍｉｎ｜｛ｅ｝｜［α］＝３４８５４１ｍｍ。

后者是前者６２３９％，尺寸缩小３７６１％。
② Ｃ｜０与 Ｃ

｜｛Ｃ｝比较

［α］｜０＝３９５０９８°，［α］
 ＝３４３４６６°。后者

较前者降低５１６３２°，性能提高１３０７％。
综上所述，无论是（１）和（２）的对比，还是（１）和

（３）的对比，皆可得到重要结论：相同前提条件下，
偏置式较正置式机构，具有显著优越性。

与例１同理，欲得到优异的机构解，也需正确选
取偏置的方向和大小。

６　结论

（１）提出狭义、广义第Ⅱ类机构综合问题的概
念，丰富了第Ⅱ类机构综合问题的内涵和外延。

（２）将第Ⅱ类机构综合问题，由正置式机构一
维综合问题，上升为偏置式机构一维综合问题和二

维综合问题，显著拓展、延伸了问题的解空间和优解

空间。

（３）通过引入浮动数轴、判别式 Δｒ（θ１）、
Δｆ（θ１）和非劣解区间套等概念，发展完善了一维综
合问题的求解理论方法。

（４）通过引入整程区域套和非劣解区域套等概
念，系统提出了一维、二维综合问题的求解理论方

法。
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（５）相同前提条件下，偏置式较正置式机构，具
有显著优越性。

（６）提出的一整套机构综合的思路、方法和步

骤，对研究解决广义第Ⅱ类机构综合问题具有一定
指导意义。
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