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摘要：针对六自由度模块化串联机械臂，进行了正运动学求解，并提出了该种臂型的运动学逆解计算方法。从机械

臂的结构特点出发，采用 ＤＨ法进行结构建模，得到了正运动学模型。在逆运动学求解过程中，针对纯代数法找不

到该种臂型的独立不相关变量方程的问题，采用几何方法求解机械臂前 ３个关节、后 ３个关节使用反变换法求解，

通过给出解的组合原则，得到了该机械臂逆运动学的完整解析解。为满足机器人系统编程和实际控制需要，基于

ＶＣ＋＋编制了 ＭＦＣ的运动学算法程序，验证了正逆运动学求解的正确性，为机械臂精确定位和运动规划提供了必

要的前提条件。
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　　引言

运动学是机器人学研究的基础课题，包括正运

动学和逆运动学，而逆运动学求解是机器人实时控

制程序中必需的，一直受到机器人领域专家和学者

的密切关注，对逆运动学的研究热点主要集中于解

的存在性与逆解算法上。

运动学逆解的复杂程度直接与机械臂的结构有

很大关系，许多学者对六自由度串联机械臂的逆运

动学研究做出了很大的贡献
［１～９］

。在求解机械臂逆

运动学的问题中，解析法虽然可以找到全部根，但计

算复杂；几何法求解针对某些特殊的结构进行简化，

虽然对于一般机械臂不通用，但是其形式简单；而迭

代法大多数情况下是可行的，但却无法得到全部解，



且存在迭代不收敛的危险
［１０］
；人工神经网络

［１１］
、遗

传算法
［１２～１３］

和 Ｇｒｏｅｂｎｅｒ基法［１４］
虽然在理论上进行

了可行性的研究，但是存在实时性、解的精度和稳定

性问题，与机械臂实时控制要求相悖，很少用于机械

臂的实际控制之中。

本文在分析模块化六自由度机械臂构型的基础

上，首先采用 ＤＨ法对机械臂进行结构参数建模，建
立正运动学模型；对于机械臂的逆运动学求解问题，

从实时控制和解的稳定性出发，根据机械臂的构型

特点，结合几何法与解析法的优点，前３个关节角采
用几何法求解，后３个关节角采用反变换法求解；为
了进行机械臂运动控制和与多传感器集成，编制基

于 ＶＣ＋＋６０的机械臂运动学算法验证程序，并结
合 Ｍａｔｌａｂ机器人工具箱，验证机械臂正运动学模型
及逆运动学求解的正确性。

１　正运动学分析

机械臂正运动学求解是已知机械臂各关节角

度，求取机械臂末端执行器在基础坐标系下的期望

位姿，一般采用 ＤＨ法进行结构建模，基本思想是：
在机械臂各个关节处建立参考坐标系，而后确定出

任意２个相邻坐标系间的关系，最后得出由机械臂
末端执行器至基座的总变换矩阵。

１１　结构参数建模
机械 臂 关 节 采 用 德 国 Ａｍｔｅｃ公 司 生 产 的

ＰｏｗｅｒＣｕｂｅ可重构机器人模块构成，该模块不仅具
备机械系统的可重构性，而且每个控制系统亦可单

独工作，而关节间的连接件，则由课题组设计和加工

制作。图 １为机械臂构成，图 ２为机械臂坐标系，
表１为机械臂 ＤＨ参数。

图 １　模块化机械臂构建

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆｍｏｄｕｌａｒｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
１．驱动控制单元　２．集成制动器　３．无刷伺服电动机　４．谐波减速器

　

图 ２　机械臂坐标系

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｏｆｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
　

表 １　机械臂 ＤＨ参数

Ｔａｂ．１　ＤＨｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

关节 θｉ αｉ／（°） ａｉ ｄｉ 关节范围／（°）
１ θ１ －９０ ０ ０ －１８０～１８０
２ θ２ 　９０ ０ ｄ２ －１８０～１８０
３ θ３ －９０ ０ ０ －１２０～１２０
４ θ４ 　９０ ０ ｄ４ －１８０～１８０
５ θ５ －９０ ０ ０ －１２０～１２０
６ θ６ 　０ ０ ｄ６ －１８０～１８０

１２　正运动学解算
根据相邻杆件坐标系间的齐次变换矩阵，求出

机械臂末端相对于坐标系原点的变换矩阵，正运动

学公式表示为

０Ｔ６（θ）＝∏
６

ｉ＝１
（
ｉ－１Ｔｉ（θｉ））＝

ｎ ｏ ａ ｐ[ ]０ ０ ０ １
＝

ｎｘ ｏｘ ａｘ ｐｘ
ｎｙ ｏｙ ａｙ ｐｙ
ｎｚ ｏｚ ａｚ ｐｚ













０ ０ ０ １

（１）

其中 ｎｘ＝｛［（ｃ１ｃ２ｃ３－ｓ１ｓ３）ｃ４－ｃ１ｓ２ｓ４］ｃ５＋
（－ｃ１ｃ２ｓ３－ｓ１ｃ３）ｓ５｝ｃ６＋
［－（ｃ１ｃ２ｃ３－ｓ１ｓ３）ｓ４－ｃ１ｓ２ｃ４］ｓ６

ｎｙ＝｛［（ｓ１ｃ２ｃ３＋ｃ１ｓ３）ｃ４－ｓ１ｓ２ｓ４］ｃ５＋（－ｓ１ｃ２ｓ３＋
ｃ１ｃ３）ｓ５｝ｃ６＋［－（ｓ１ｃ２ｃ３＋ｃ１ｓ３）ｓ４－ｓ１ｓ２ｃ４］ｓ６

ｎｚ＝［（－ｓ２ｃ３ｃ４－ｃ２ｓ４）ｃ５＋ｓ２ｓ３ｓ５］ｃ６＋
（ｓ２ｃ３ｓ４－ｃ２ｃ４）ｓ６

ｏｘ＝－｛［（ｃ１ｃ２ｃ３－ｓ１ｓ３）ｃ４－ｃ１ｓ２ｓ４］ｃ５＋（－ｃ１ｃ２ｓ３－
ｓ１ｃ３）ｓ５｝ｓ６＋［－（ｃ１ｃ２ｃ３－ｓ１ｓ３）ｓ４－ｃ１ｓ２ｃ４］ｃ６

ｏｙ＝－｛［（ｓ１ｃ２ｃ３＋ｃ１ｓ３）ｃ４－ｓ１ｓ２ｓ４］ｃ５＋（－ｓ１ｃ２ｓ３＋
ｃ１ｃ３）ｓ５｝ｓ６＋［－（ｓ１ｃ２ｃ３＋ｃ１ｓ３）ｓ４－ｓ１ｓ２ｃ４］ｃ６
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ｏｚ＝－［（－ｓ２ｃ３ｃ４ －ｃ２ｓ４）ｃ５ ＋ｓ２ｓ３ｓ５］ｓ６ ＋（ｓ２ｃ３ｓ４ －
ｃ２ｃ４）ｃ６

ａｘ＝－［（ｃ１ｃ２ｃ３－ｓ１ｓ３）ｃ４－ｃ１ｓ２ｓ４］ｓ５＋（－ｃ１ｃ２ｓ３－
ｓ１ｃ３）ｃ５

ａｙ＝－［（ｓ１ｃ２ｃ３＋ｃ１ｓ３）ｃ４－ｓ１ｓ２ｓ４］ｓ５＋（－ｓ１ｃ２ｓ３＋
ｃ１ｃ３）ｃ５

ａｚ＝－（－ｓ２ｃ３ｃ４－ｃ２ｓ４）ｓ５＋ｓ２ｓ３ｃ５
ｐｘ＝｛－［（ｃ１ｃ２ｃ３－ｓ１ｓ３）ｃ４－ｃ１ｓ２ｓ４］ｓ５＋（－ｃ１ｃ２ｓ３－
ｓ１ｃ３）ｃ５｝ｄ６＋（－ｃ１ｃ２ｓ３－ｓ１ｃ３）ｄ４－ｓ１ｄ２

ｐｙ＝｛－［（ｓ１ｃ２ｃ３＋ｃ１ｓ３）ｃ４－ｓ１ｓ２ｓ４］ｓ５＋（－ｓ１ｃ２ｓ３＋
ｃ１ｃ３）ｃ５｝ｄ６＋（－ｓ１ｃ２ｓ３＋ｃ１ｃ３）ｄ４－ｃ１ｄ２

ｐｚ＝［－（－ｓ２ｃ３ｃ４－ｃ２ｓ４）ｓ５＋ｓ２ｓ３ｃ５］ｄ６＋ｓ２ｓ３ｄ４
式中 ｓｉ代表 ｓｉｎθｉ，ｃｉ代表 ｃｏｓθｉ。

采用欧拉角表示手臂姿态，至此给定一组关节

角度（θ１，θ２，θ３，θ４，θ５，θ６），可以确定机械臂的位置
和姿态（ｐｘ，ｐｙ，ｐｚ，φ，θ，ψ）。

２　逆运动学解算

逆运动学求解是根据机械臂末端执行器的

期望位姿，求出与该位形相对应的各关节输出角

度。该机械臂最后 ３个关节轴线相互垂直，交于
一点，满足 Ｐｉｅｐｅｒ准则［１５］

，因此存在封闭解。由

于该种手臂构型的特殊性，采用代数法根本无法

找到一组独立不相关的变量，所以采用几何法对

前 ３个关节角进行求取，然后进行变量分离，便
可找到独立不相关变量，因此后 ３个关节角采用
代数法求取。

２１　求解 θ１、θ２和 θ３
给定机械臂末端执行器一组位姿（ｐｘ，ｐｙ，ｐｚ，φ，

θ，ψ），求取坐标转移矩矩阵后确定手腕位置（ｘｗ，
ｙｗ，ｚｗ）有

ｘｗ
ｙｗ
ｚ











ｗ
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（２）

图 ３　肘部与腕部位置几何关系

Ｆｉｇ．３　Ｇｅｏｍｅｔｒｙｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｅｌｂｏｗａｎｄｗｒｉｓｔ

由于构型原因，该机械臂的肘关节只能在平面

ｘ０ｙ０ｚ０内运动。腕部位置设为 Ｗ，肘部位置设为 Ｅ，
Ａ为腕部在到ｘ０ｙ０平面内的投影，Ｂ为Ｗ在直线ＢＥ
上投影，如图３所示。

从图３得到 θ１＝∠ｙ０Ｏ０Ｂ，θ２＝∠ＷＢＡ，θ３＝π－
∠ＷＥＢ，同样有 ｌＯ０Ｅ ＝ｄ２，ｌＷＥ ＝ｄ４。设 Ｅ点坐标
（ｘｅ，ｙｅ，ｚｅ），Ａ点坐标（ｘａ，ｙａ，ｚａ），Ｂ点坐标（ｘｂ，ｙｂ，
ｚｂ），在△Ｏ０ＥＷ中有

（ｘｗ－ｘｅ）
２＋（ｙｗ－ｙｅ）

２＋（ｚｗ－ｚｅ）
２＝ｄ２４

ｘ２ｅ＋ｙ
２
ｅ＋ｚ

２
ｅ＝ｄ

２
２

ｚｅ≡
{

０

（３）

求解式（３）得到 Ｅ点二组解，设为（ｘｅ，ｙｅ，ｚｅ）和
（ｘ′ｅ，ｙ′ｅ，ｚ′ｅ），即为到定点 Ｏ０定长为 ｄ２的圆与到定点
Ａ定长为 ｌＡＥ的圆的交点，分别记为 Ｅ和 Ｅ′，如图 ４
所示。

图 ４　肘部位置

Ｆｉｇ．４　Ｅｌｂｏｗｐｏｓｉｔｉｏｎ
　

ｘｅ＝
２ｋｘｗ＋ （－２ｋｘｗ）

２－４（ｘ２ｗ＋ｙ
２
ｗ）（ｋ

２－ｄ２２ｙ
２
ｗ槡 ）

２（ｘ２ｗ＋ｙ
２
ｗ）

ｙｅ＝
ｋ－ｘｗ［２ｋｘｗ＋ （－２ｋｘｗ）

２－４（ｘ２ｗ＋ｙ
２
ｗ）（ｋ

２－ｄ２２ｙ
２
ｗ槡 ）］／［２（ｘ２ｗ＋ｙ

２
ｗ）］

ｙ













ｗ

（４）

ｘ′ｅ＝
２ｋｘｗ－ （－２ｋｘｗ）

２－４（ｘ２ｗ＋ｙ
２
ｗ）（ｋ

２－ｄ２２ｙ
２
ｗ槡 ）

２（ｘ２ｗ＋ｙ
２
ｗ）

ｙ′ｅ＝
ｋ－ｘｗ［２ｋｘｗ－ （－２ｋｘｗ）

２－４（ｘ２ｗ＋ｙ
２
ｗ）（ｋ

２－ｄ２２ｙ
２
ｗ槡 ）］／［２（ｘ２ｗ＋ｙ

２
ｗ）］

ｙ













ｗ

（５）
其中 ｋ＝（ｘ２ｗ＋ｙ

２
ｗ＋ｚ

２
ｗ＋ｄ

２
２－ｄ

２
４）／２

对应第１关节角有两个值分别为
θ１１＝ａｒｃｔａｎ（－ｘｅ，ｙｅ） （６）
θ１２＝ａｒｃｔａｎ（－ｘ′ｅ，ｙ′ｅ） （７）

求解第２关节角，在△Ｏ０ＥＷ和△ＡＢＷ中有

ｌ１＝ｌＯ０Ｗ＝ ｘ２ｗ＋ｙ
２
ｗ＋ｚ

２

槡 ｗ

ｐ＝（ｌＯ０Ｅ＋ｌＯ０Ｗ＋ｌＥＷ）／２＝（ｄ２＋ｌ１＋ｄ４）／２

Ｓ△Ｏ０ＥＷ＝ ｐ（ｐ－ｄ２）（ｐ－ｄ４）（ｐ－ｌ１槡 ）

Ｓ△Ｏ０ＥＷ＝ｌＯ０ＥｌＢＷ／２＝ｄ２ｌＢＷ／













２

（８）

求得 ｜θ２｜＝∠ＡＢＷ＝ａｒｃｓｉｎ（ｌＷＡ／ｌＷＢ）＝

ａｒｃｓｉｎ（｜ｚｗ｜／（２ ｐ（ｐ－ｄ２）（ｐ－ｄ４）（ｐ－ｌ１槡 ）／ｄ２））

（９）
对于第 １关节角取不同的值，第 ２关节角共有

４组解，前两组解相差 １８０°，对应第 １关节角的第 １
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个解；后两组解相差１８０°，对应第１关节角的第２个
解。

求解第３关节角，在△Ｏ０ＥＷ中有
｜θ３｜＝∠ＷＥＢ＝ａｒｃｓｉｎ（ｌＢＷ／ｌＷＥ）＝

ａｒｃｓｉｎ（（２ ｐ（ｐ－ｄ２）（ｐ－ｄ４）（ｐ－ｌ１槡 ）／ｄ２）／ｄ４）

（１０）
第３关节有两组互为相反数的解，第 １组解对

应第２关节角的前两组解，第 ２组解对应第 ２关节
的后两组解。

前３个关节角组合原则：①将机械臂前 ３关节
角置零。②转动第 ３关节至为其分配的角度正负
值。③转动第２关节到腕部位置。由腕部空间位置
关系、第１关节两组解的大小关系和第 ３关节角度
的正负值，可得到机械臂第 ２关节 ４组解与前 ２个
关节角度的搭配关系。

特殊情况处理：当腕部位置位于平面 Ｏ０ｘ０ｙ０ｚ０
内时，其在该平面上的投影长度最长，机械臂的第 ３
关节角到达其极限值 １２０°或 －１２０°，所对应的角度
∠ＥＯ０Ｗ最大。在△ＥＯ０Ｗ中有

ｌＯ０Ｗ＝ ｄ２４＋ｄ
２
２－２ｄ２ｄ４ｃｏｓ（∠Ｏ０ＥＷ槡 ） （１１）

∠ＥＯ０Ｗ＝ａｒｃｃｏｓ（（ｄ
２
２＋ｌ

２
Ｏ０Ｗ
－ｄ２４）／（２ｌＯ０Ｗｄ２））

（１２）
β＝π－∠ＥＯ０Ｅ′＝π－２∠ＥＯ０Ｗ （１３）

当第 １关节 ２个角度值中的大值处于坐标系
Ｏ０ｘ０ｙ０ｚ０第１、２象限中除 β角外的区域内，且小值
处于第 ３、４象限除 －β角外的区域内时，如图 ５所
示，第２关节需要改变转向。

图 ５　关节角度范围

Ｆｉｇ．５　Ｒａｎｇｅｏｆｊｏｉｎｔａｎｇｌｅ
　
２２　求解 θ４、θ５和 θ６

由于前 ３个关节解已知，后 ３个关节采用反变
换法，对矩阵

０Ｔ６进行变量分离，从中找到一个等式

进而求解。两边依次乘以
０Ｔ－１１ ，

１Ｔ－１２ ，
２Ｔ－１３ 有

３Ｔ４
４Ｔ５

５Ｔ６＝
２Ｔ－１３

１Ｔ－１２
０Ｔ－１１

ｎｘ ｏｘ ａｘ ｐｘ
ｎｙ ｏｙ ａｙ ｐｙ
ｎｚ ｏｚ ａｚ ｐｚ













０ ０ ０ １
（１４）

ｃ４＝ａｘ（ｃ３ｃ２ｃ１－ｓ３ｓ１）＋ａｙ（ｃ３ｃ２ｓ１＋ｓ３ｃ１）－ａｚｃ３ｓ２
ｓ４＝－ａｘｓ２ｃ１－ａｙｓ２ｓ１－ａｚｃ２
θ４＝ａｒｃｔａｎ（ｓ４／ｃ４

{
）

（１５）
进一步分离变量求解第５关节得
ｓ５＝－（ｐｘｃ１ｃ４ｃ３ｃ２＋ｐｙｓ１ｃ４ｃ３ｃ２－ｐｚｓ４ｃ２－ｄ２ｃ４ｓ３－

　ｐｘｃ４ｓ３ｓ１＋ｐｙｃ４ｓ３ｃ１－ｐｙｓ１ｓ４ｓ２－ｐｘｃ１ｓ４ｓ２－ｐｚｃ４ｃ３ｓ２）

ｃ５＝－ｄ２ｃ３＋ｐｚｓ３ｓ２－ｐｘｓ３ｃ２ｃ１－ｄ４－ｐｙｓ３ｃ２ｓ１－

　ｐｘｃ３ｓ１＋ｐｘｃ３ｃ１
θ５＝ａｒｃｔａｎ（ｓ５／ｃ５













）

（１６）
同理，解得第６关节角为
ｓ６＝－｛［（ｓ４ｃ３ｃ２＋ｃ４ｓ２）ｃ１－ｓ４ｓ３ｓ１］ｎｘ＋（ｓ４ｃ３ｃ２＋

　ｃ４ｓ２ｓ１＋ｓ４ｓ３ｃ１）ｎｙ＋（－ｓ４ｃ３ｓ２＋ｃ４ｃ２）ｎｚ｝

ｃ６＝－｛［（ｓ４ｃ３ｃ２＋ｃ４ｓ２）ｃ１－ｓ４ｓ３ｓ１］ｏｘ＋［（ｓ４ｃ３ｃ２＋

　ｃ４ｓ２）ｓ１＋ｓ４ｓ３ｃ１］ｏｙ＋（－ｓ４ｃ３ｓ２＋ｃ４ｃ２）ｏｚ｝

θ６＝ａｒｃｔａｎ（ｓ６／ｃ６













）

（１７）
后 ３个关节为典型球腕结构，存在上仰腕和下

垂腕两种情况，在求取第４关节一组解后，第２组解
为 θ４＝θ４＋π（若 θ４＋π＞π，则应为 θ４＝θ４－π），再
根据式（１６）与式（１７）求得第 ５、６关节相对应的解，
可求得手臂逆运动学的 ８组逆解，各组解的关系采
用树形结构加以表示，如图６所示。

图 ６　逆解树

Ｆｉｇ．６　Ｔｒｅｅｏｆｉｎｖｅｒｓｅｋｉｎｅｍａｔｉｃｓｓｏｌｕｔｉｏｎｓ
　

３　算法实现及验证

为了将机械臂运动学算法用于手臂实时控制，

并与机器人其他系统（视觉、导航、移动等）相融合，

开发了 ＶＣ＋＋６０下基于 ＭＦＣ的验证软件，该软
件分为：①正运动学模型验证。②逆运动学算法验

证。③逆解选取。通过将正逆运动学的求解放于同
一界面，以验证各关节空间组合与末端执行器位姿

对应关系的正确性，其中各模块间的几何尺寸关系

为：ｄ２＝３２８，ｄ４＝２７６５，ｄ６＝３４５２。
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３１　运动学正解验证
图 １为机械臂所有关节角度都为零时的位姿，

此时机械臂末端的位置应为 ｙ＝３２８＋２７６５＋
３４５２＝９４９７，将软件中各关节角度置为零，可得到
此时的机械臂位置为（０，９４９７，０），两者结果一致，
输入机械臂关节的几组特殊角度可得相同的结论。

为了进一步验证运动学正解算法的正确性，引入

Ｍａｔｌａｂ软件中的机器人工具箱，随机输一组关节角
度（－４０，７０，－２０，３０，５０，－６０），两者的位置计算
结果都为（６４５６７６１，６０００００８，８７２６３４６），机械
臂 Ｍａｔｌａｂ工具箱建模及正运动学计算结果对比验
证如图７与表２所示。而机械臂姿态通过右手法则
结合欧拉角定义可知程序运算是正确的，从而验证

了正运动模型建立的正确性及软件的可靠性。

图 ７　机械臂 Ｍａｔｌａｂ工具箱建模

Ｆｉｇ．７　ＭｏｄｅｌｉｎｇｂａｓｅｄｏｎＭａｔｌａｂｏｆｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
　

表 ２　机械臂正运动学验证

Ｔａｂ．２　Ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓｖａｌｉｄａｔｉｏｎｏｆｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

关节值 Ｍａｔｌａｂ结果 ＶＣ＋＋结果

－４０ ６４５６７６１ ６４５６７６１０

７０ ６０００００８ ６０００００８０

－２０ ８７２６３４６１ ８７２６３４６

３０ ３５０４８１０

５０ 姿态矩阵 ５９３２１３４

－６０ －５０２７２６３

３２　运动学逆解验证
运动学逆解验证流程为：先在运动学正解文本

框中随机输入一组关节角度（１０，３０，５０，７０，９０，
１１０），可以得到机械臂的位姿为（－１５７７５９１９，
３９３８７６７４，４２４７７４０８，－３３１５３９９，２２５２３７５，
－７０８６９５３），然后将所得到的位姿填入逆解运算
文本框所对应的文本框中中，得到对应此组位姿的

８组解，将逆解算出的８组关节角度，逐组代入正解
的输入文本框，可以得出与初始随机输入正解文本

框的一组关节角度对应的相同位姿，因此，这８组解
同时满足机械臂的同一组位姿要求。而在这８组解
中第４组解为（１０，３０，５０，７０，９０，１１０），与正解计算
中所输入的角度相同，如表 ３所示。因为角度是随
　　

表 ３　机械臂运动学逆解验证

Ｔａｂ．３　Ｖａｌｉｄａｔｉｏｎｏｆｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｉｎｖｅｒｓｅｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ

正解计算
关节值 １０ ３０ ５０ ７０ ９０ １１０

位姿值 －１５７７５９１９ ３９３８７６７４ ４２４７７４０８ －３３１５３９９ ２２５２３７５ －７０８６９５３

组号
关节号

１ ２ ３ ４ ５ ６

１ １０００００ －１５０００００ －５０００００ ７０００００ －９０００００ －７０００００

２ １０００００ －１５０００００ －５０００００ －１１０００００ ９０００００ １１０００００

３ １０００００ ３０００００ ５０００００ －１１０００００ －９０００００ －７０００００

逆解计算
４ １０００００ ３０００００ ５０００００ ７０００００ ９０００００ １１０００００

５ ４９８７２５ －３０００００ －５０００００ －５１６７１２ －８１９３７６ －２２８０４８

６ ４９８７２５ －３０００００ －５０００００ １２８３２８８ ８１９３７６ １５７１９５２

７ ４９８７２５ １５０００００ ５０００００ １２８３２８８ －８１９３７６ －２２８０４８

８ ４９８７２５ １５０００００ ５０００００ －５１６７１２ ８１９３７６ １５７１９５２

逆解选取
当前关节值 ４０ ３０ ５０ ２０ ６０ ７０

选取结果 ４９８７２５ －３０００００ －５０００００ －５１６７１２ －８１９３７６ －２２８０４８

机输入的，并且总会找到一组解与输入值相对应，因

此可见运动学逆解的求解是正确可靠的。

３３　运动学逆解选取
机械臂逆解的８组解都能同时满足同一组位姿

要求，而在实际控制系统中只能取其中一组解来执

行。采用“最短行程”准则进行择优，遵循“多动大

关节，少动小关节”的原则，该机械臂前 ３个连杆尺
寸较大，因此采取“大臂优先”原则，选取一组与机

械臂当前关节角度最接近的一组关节解。结合图 ６
机械臂逆解树，算法流程图如图８所示，θｃｊ表示机械
臂当前第 ｊ关节坐标，θｉｊ表示机械臂逆解第 ｉ组第 ｊ
关节坐标，其中 ｉ＝１，２，…，８；ｊ＝１，２，…，６。

假设 机 械 臂 目 标 位 姿 为 （－１５７７５９１９，
３９３８７６７４，４２４７７４０８，－３３１５３９９，２２５２３７５，
－７０８６９５３），而当前关节坐标为（４０，３０，５０，２０，
６０，７０），通过分析比较逆解的８组解，与当前最为接
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图 ８　最短行程准则流程图

Ｆｉｇ．８　Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｔｈｅｓｈｏｒｔｅｓｔｓｔｒｏｋｅ
　
近的一组坐标是第 ５组解（４９８７２５，－３０，－５０，
－５１６７１２，－８１９７３６，－２２８４０８），而软件选取
的也为第５组，如表 ３所示，从而验证了算法的正
确性。

４　结束语

针对模块化关节构建的六自由度串联机械臂的

运动学问题，在分析机械臂结构的基础上，采用 ＤＨ
法建立了机械臂的关节连杆坐标系，得到了以关节

角度作为变量的矩阵，从而求得了机械臂位姿。采

用空间几何法与反变换法相结合的方法对机械臂的

逆运动学问题进行了求解，通过给出解的组合原则，

得到了机械臂的 ８组解析解，并绘制逆解树说明了
８组解的关系。最后通过用 ＶＣ＋＋６０编制基于
ＭＦＣ的程序，结合 Ｍａｔｌａｂ机器人工具箱，验证了正
运动学求解的正确性；通过随机输入关节角度，采用

“最短行程准则”对８组解进行选取，验证了逆解算
法及择优程序的正确性，该程序已成功应用于该机

械臂的运动控制。本文为与该机械臂具有相似结构

的机器人手臂提供了运动学正逆解的求解方法，也

为机械臂的轨迹规划与控制提供了理论依据。
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