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数控机床热误差补偿中分布滞后模型的建立!
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摘要：针对数控机床热误差补偿建模中温度敏感点选择及模型建立问题，提出用模糊聚类法和灰色关联法结合选

择温度敏感点，用分布滞后模型建立补偿模型的方法。根据机床关键点温度和热误差的实验数据，分别建立热误

差的多元线性回归模型和分布滞后模型。在一台 ＬｅａｄｅｒｗａｙＶ ４５０型数控加工中心上进行热误差建模实验，测量

主轴分别在 ２０００、４０００、６０００ｒ／ｍｉｎ下的热误差及温度，结果表明分布滞后模型的拟合精度优于多元线性回归模

型，用任一转速下的实验数据建模时，分布滞后模型的稳健性低于多元线性回归模型，而综合任意两个转速下的实

验数据建模时，分布滞后模型的稳健性略优于多元线性回归模型。利用分布滞后模型建立的预测模型在数控机床

热误差补偿中具有实用性。
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　　引言

数控机床热误差是导致数控机床加工误差的主

要原因，研究表明，机床热变形引起的加工误差占整

个加工误差的 ３０％ ～７０％［１～２］
。采取有效措施补

偿数控机床热误差是实现数控机床高精度加工的重



要技术
［３～４］

。数控机床热误差补偿技术关键在于模

型的简捷性、准确性与稳健性，这与温度敏感点的选

择、热误差补偿模型的建立等技术紧密相关
［５］
，对

此国内外学者已经进行了大量的研究
［６～１１］

。

选择温度敏感点时采用模糊聚类分析方法和灰

色关联度方法各有利弊，根据二者优点进行整合，则

可以很好地发挥各自优势，提高温度敏感点选择精

度、减轻工作强度。对于模型的优劣评价，关键在于

模型的稳健性与精度。稳健性好坏，与建模变量中

含有的实际误差源关系紧密。对复杂的数控机床热

误差影响源逐个进行分析，难度较大。采用单一的

回归算法进行统计量建模预测，则误差源含量较少，

预测性下降。为更多引入误差源信息，本文考虑采

用时间序列中的分布滞后模型
［１２～１３］

，通过滞后项保

留更多误差源信息。但由于分布滞后模型中自变量

ｘｔ与其滞后量 ｘｔ－ｉ存在明显的相关性，会造成多重
共线性问题影响模型拟合精度。对于多重共线性问

题，若自变量之间只是部分相关就可以进行最小二

乘拟合其系数，但用于预测时其估计量和标准差对

条件的微小变化非常敏感，这就要求这种共线性的

结构关系要继续存在于未来的样本之中，也就是实

验样本量要大，信息量要全。

本文对 ＬｅａｄｅｒｗａｙＶ ４５０型数控加工中心进行
多批次热误差测量实验，提出采用模糊聚类与灰色

关联度相结合的方法用于热误差温度敏感点的筛

选。热误差建模算法繁多，但模型的准确性与稳健

性是衡量模型优劣的重要标准。本文分析分布滞后

模型算法在数控机床热误差补偿技术中的特征，并

与目前应用广泛的多元线性回归模型进行建模精度

与稳健性比对分析。研究分布滞后模型在不同实验

条件下的建模精度和稳健性变化规律，深入分析分

布滞后模型稳健性特点。

１　热误差测量实验

对 ＬｅａｄｅｒｗａｙＶ ４５０型数控加工中心结构进行
分析可知，其主轴（Ｚ轴方向）热变形主要与主轴转
动发热和环境温度有关。然而主轴上哪点才是影响

主轴热变形的最佳敏感点，则需要在主轴的不同位

置安装温度传感器，然后再通过一定的数学方法进

行筛选，确定出最佳敏感点来。

本次实验的温度传感器安放位置如图 １所示，
Ｔ２、Ｔ３、Ｔ５、Ｔ６和 Ｔ７安放在主轴套筒上，Ｔ８安放在
主轴上端箱体上，Ｔ９安放在机床外壳上用于测量环
境温度。图中 Ｓ表示测量热误差的电感传感器。

机床加工过程中，机床转速往往根据所要加工

零件的精度自行选择，不同转速下机床热误差不同。

图 １　热误差测量实验装置

Ｆｉｇ．１　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｄｅｖｉｃｅｏｆｔｈｅｒｍａｌｅｒｒｏｒｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ
　
为了提高热误差补偿模型的稳健性，实验分别对数

控机床在转速为２０００、４０００和 ６０００ｒ／ｍｉｎ条件下
的主轴方向热误差和温度进行了测量。实验开始前

开机预热１５ｍｉｎ并调整 Ｚ轴使电感测微仪处在合
理测量范围内，然后设定机床转速并通过程序控制机

床每工作３ｍｉｎ测量一次，主轴沿Ｚ轴方向运动到设定
的位置，记录温度传感器和电感测微仪的读数。

２　传感器选择

在数控机床热误差建模中，合理有效地筛选温

度敏感点有助于提高机床热误差建模精度。常用热

误差建模温度传感器筛选方法有模糊聚类算法和灰

色关联度分析法。

２１　模糊聚类
模糊聚类方法依据模糊矩阵对所有的研究对象进

行分类，同一个簇中的对象有很大的相似性，而不同簇

间的对象有很大的相异性。设论域为 Ｕ＝｛ｕｉ｜ｉ＝０，１，
…，Ｎ｝。其中 ｕｉ代表各温度测点。为了对 Ｕ进行分
类，需要计算被分类对象间的相关关系统计量相关系

数ｒｉｊ，确定模糊矩阵，通过传递闭包法将模糊矩阵转换
为等价矩阵，最终完成模糊分类的目的。

设 ｕｉ∈Ｕ，ｕｉｋ（ｋ＝１，２，…，ｎ）为 ｕｉ的 ｎ个测量
值，定义相关系数为

ｒｉｊ＝
∑
ｎ

ｋ＝１
（ｕｉｋ－ｕｉ）（ｕｊｋ－ｕｊ）

（ｕｉｋ－ｕｉ）
２
（ｕｊｋ－ｕｊ）槡

２
　（ｉ＝０，１，…，Ｎ）

（１）

其中　　ｕｉ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｋ＝１
ｕｉｋ　ｕｊ＝

１
ｎ∑

ｎ

ｋ＝１
ｕｊｋ

这样，得到模糊矩阵 Ｒ＝（ｒｉｊ）Ｎ×Ｎ，显然 Ｒ满足
自反性和对称性，是模糊相似矩阵。

从模糊相似矩阵 Ｒ出发通过平方法求其传递
闭包 ｔ（Ｒ），而 ｔ（Ｒ）即为所求的等价模糊矩阵，当
Ｒ２ｋ＝Ｒ２（ｋ－１）时，ｔ（Ｒ）＝Ｒ２ｋ。有了等价矩阵 ｔ（Ｒ）后，
就可以对 Ｕ进行模糊聚类。令 Ｒ＝ｔ（Ｒ）为 ｔ（Ｒ）在
λ（０≤λ≤１）处的截集，记 Ｒ＝（ｒｉｊ）Ｎ×Ｎ。当 ｒｉｊ＝１
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时，ｕｉ与 ｕｊ属于同一类。
２２　灰色关联度

灰色系统理论提出了对各子系统进行灰色关联

度分析的概念，通过一定的方法，寻求系统中各因素

之间的数值关系。简言之，灰色关联度分析的意义

是指在系统发展过程中，如果两个因素变化的态势

是一致的，即同步变化程度较高，则可以认为两者关

联较大；反之，则两者关联度较小。因此，灰色关联

度分析对于一个系统发展变化态势提供了量化的度

量，非常适合历程分析。灰色关联度计算公式为

γ（ｘ０，ｘｉ）＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｒ（ｘ０（ｋ），ｘｉ（ｋ）） （２）

ｒ（ｘ０（ｋ），ｘｉ（ｋ））＝
ｍｉｎ
ｉ
ｍｉｎ
ｋ
｜ｘ０（ｋ）－ｘｉ（ｋ）｜＋ρｍａｘ

ｉ
ｍａｘ
ｋ
｜ｘ０（ｋ）－ｘｉ（ｋ）｜

｜ｘ０（ｋ）－ｘｉ（ｋ）｜＋ρｍａｘ
ｉ
ｍａｘ
ｋ
｜ｘ０（ｋ）－ｘｉ（ｋ）｜

（３）
式中　ρ———分辨系数，ρ∈［０，１］

ｒ———灰色关联系数
根据以上公式计算出数控机床热误差分别与各

个温度测量数据之间的关联度 γ（ｘ０，ｘｉ），关联度越
大，说明该温度对数控机床热误差影响较大，可以考

虑将该温度纳入建模。

３　模型选择

数控机床热误差补偿运用最广泛的是多元线性

回归模型，当自变量与因变量线性度很高时，它更直

观简单。但考虑到机床主轴中温度的非均匀分布和

热传导过程中的时滞性，将时间序列中的分布滞后

模型引入机床热误差建模中来。

３１　多元线性回归模型
多元线性回归是一种用统计方法寻求多输入和

单输出关系的模型。热误差的多元线性回归模型以

多个关键温度敏感点测量温度值为自变量，以热变

形量为因变量，其通用表达式为

ｙｉ＝ｂ０＋ｂ１ｘｉ１＋ｂ２ｘｉ２＋… ＋ｂｋｘｉｋ＋ｅｉ　
（ｉ＝１，２，…，ｎ） （４）

式中　ｘｉｋ———关键温度敏感点温度测量值
ｂｋ———温度变量的系数

ｙｉ———热变形量观测值
ｅｉ———与实际观察值 ｙｉ存在的偏差，ｅｉ有时

也称为残差

用残差平方和评价全部观测值与回归估计值的

偏离程度。通过残差平方和计算出模型标准差用于

评定模型的拟合精度。最小二乘法常用于拟合多元

线性回归模型中的系数。

３２　分布滞后模型
如果因变量不仅与一个或多个解释变量的当前

值有关系，而且与其若干滞后值有关系，描述这种关

系的模型称为分布滞后模型，记为

　ｙｔ＝α０＋∑
ｕ

ｊ＝１
∑
ｎ

ｉ＝０
βｊ，ｉｘｊ，ｔ－ｉ＋εｔ　（εｔ～ＩＩＤ（０，σ

２
））

（５）
式中　ｎ———最大滞后期　　α０———常数

ｕ———外生变量个数　　εｔ———随机误差项
ｙｔ———因变量　　βｊ，ｉ———系数
ｘｊ，ｔ－ｉ———第 ｊ个自变量的 ｔ－ｉ阶滞后值

对于滞后阶数 ｎ的确定，由于实验测量数据量
比较大，所以可以采用简单的权宜估计法。即取ｎ＝
１，２，…，ｉ，对不同的 ｉ条件下经最小二乘拟合，当滞
后变量的回归系数开始变得统计不显著，或其中有

一个变量的系数改变符号时，ｉ－１就是最终的滞后
阶数。

４　实验建模

实验分别测量了机床 ２０００、４０００、６０００ｒ／ｍｉｎ
３组转速。首先要选择最佳温度敏感点；其次分别
对各转速下测得数据建立多元线性回归模型和分布

滞后回归模型，然后对其他各组数据通过补偿来验

证模型的稳健性；最后综合不同转速条件下数据建

立多元线性回归模型和分布滞后模型来补偿其他转

速，然后比较其精度。通过以上的比较来论证分布

滞后模型在数控机床热误差补偿中的可行性。

４１　温度敏感点选择
在选择温度最佳敏感点时用模糊聚类和灰色关

联结合法筛选。

对２０００ｒ／ｍｉｎ温度点Ｔ２～Ｔ９的模糊聚类分析为

Ｒ＝

１００００ ０９９８９ ０９９８９ ０９９８９ ０９９８８ ０９８０４ ０９６１８
０９９８９ １００００ ０９９９５ ０９９８９ ０９９８８ ０９８０４ ０９６１８
０９９８９ ０９９９５ １００００ ０９９８９ ０９９８８ ０９８０４ ０９６１８
０９９８９ ０９９８９ ０９９８９ １００００ ０９９８８ ０９８０４ ０９６１８
０９９８８ ０９９８８ ０９９８８ ０９９８８ １００００ ０９８０４ ０９６１８
０９８０４ ０９８０４ ０９８０４ ０９８０４ ０９８０４ １００００ ０９６１８
０９６１８ ０９６１８ ０９６１８ ０９６１８ ０９６１８ ０９６１８ １０
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取 λ＝０９７，分类结果为

ｅ（Ｒ）＝Ｒ３＝

１ １ １ １ １ １ ０
１ １ １ １ １ １ ０
１ １ １ １ １ １ ０
１ １ １ １ １ １ ０
１ １ １ １ １ １ ０
１ １ １ １ １ １ ０





















０ ０ ０ ０ ０ ０ １

根据模糊聚类结果将温度传感器 Ｔ２、Ｔ３、Ｔ５、
Ｔ６、Ｔ７和 Ｔ８归为一类记为组Ⅰ，将温度传感器 Ｔ９
归为一类记为组Ⅱ。因为组Ⅰ中有 ６个温度传感
器，所以必须对６个传感器测量温度分别与热误差进
行灰色关联度分析，将关联度高的温度测点作为敏感

点用于热误差建模。灰色关联度计算结果如表１。

表 １　灰色关联度计算结果

Ｔａｂ．１　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｏｆｇｒｅｙｒｅｌａｔｉｏｎａｌｍｅｔｈｏｄ

温度传

感器
Ｔ２ Ｔ３ Ｔ５ Ｔ６ Ｔ７ Ｔ８

灰色关

联度 γ
０５９５８ ０６００９ ０６０６１ ０６１２７ ０６２４０ ０５６４５

　　由表１可知 Ｔ７与热误差 Ｓ之间灰色关联程度
最高，所以组Ⅰ中选择Ｔ７作为敏感点。由此可以选
出最佳温度敏感点为 Ｔ７和 Ｔ９。

同理对４０００和６０００ｒ／ｍｉｎ进行温度敏感点选
择，结果与２０００ｒ／ｍｉｎ一致。
４２　单批次数据建模精度比较

以中间值４０００ｒ／ｍｉｎ为例进行分析。
多元线性回归模型拟合公式为

ｙ＝－９３９０４＋４６７０５Ｔ７－４０９１７Ｔ９ （６）
式中　Ｔ７———Ｔ７处温度　　Ｔ９———Ｔ９处温度
标准差 σ＝１４０７５。

由权宜估计法判断分布滞后模型的滞后阶数为

二阶，且其拟合公式为

ｙｔ＝－３７７１７５＋９７９１９Ｔ７ｔ＋
１１４０３Ｔ７ｔ－１－３６４０４Ｔ７ｔ－２－

６９８３２Ｔ９ｔ－０４７５７Ｔ９ｔ－１－０１４０７Ｔ９ｔ－２ （７）
式中　Ｔ７ｔ———Ｔ７处当前温度

Ｔ７ｔ－１———Ｔ７处一阶滞后温度
Ｔ７ｔ－２———Ｔ７处二阶滞后温度
Ｔ９ｔ———Ｔ９处当前温度
Ｔ９ｔ－１———Ｔ９处一阶滞后温度
Ｔ９ｔ－２———Ｔ９处二阶滞后温度

标准差 σ＝０６６５２。
将以上拟合模型用于２０００、６０００ｒ／ｍｉｎ情况下

进行补偿，所得标准差如表 ２所示，补偿后效果如
图２、３所示。可以明显看出分布滞后模型的拟合精

度比多元线性回归模型高，但其补偿其他转速时补

偿精度较低，也就是稳健性不好。

表 ２　补偿标准差

Ｔａｂ．２　Ｃｏｍｐｅｎｓａｔｉｏｎｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎ

模型 ２０００ｒ／ｍｉｎ ６０００ｒ／ｍｉｎ
多元线性回归模型 ３１１９６ １７８６０
分布滞后模型　　 １５１２３７ ８５２７７

图 ２　４０００ｒ／ｍｉｎ模型补偿 ２０００ｒ／ｍｉｎ效果图

Ｆｉｇ．２　Ｒｅｓｉｄｕａｌｐｌｏｔｓｏｆ２０００ｒ／ｍｉｎｗｉｔｈ４０００ｒ／ｍｉｎｍｏｄｅｌ
　

图 ３　４０００ｒ／ｍｉｎ模型补偿 ６０００ｒ／ｍｉｎ效果图

Ｆｉｇ．３　Ｒｅｓｉｄｕａｌｐｌｏｔｓｏｆ６０００ｒ／ｍｉｎｗｉｔｈ４０００ｒ／ｍｉｎｍｏｄｅｌ
　
　　同理采用２０００和６０００ｒ／ｍｉｎ进行建模然后补
偿其他转速条件，结论相同。

分析其原因，主要是分布滞后模型本身具有的

多重共线性问题造成的。由于所测机床热变形量中

不只包含热误差，而且各转速条件下的变化规律存

在一些差异，这些微小的变化会大大影响分布滞后

模型的补偿效果。为了改善这种情况，即提高分布

滞后模型的预测精度，可以采用综合不同转速条件

下的数据进行建模。这些大量的数据包含了相对全

面的信息，也就克服了分布滞后模型中的多重共线

性问题。

４３　综合不同转速数据建模精度比较
以综合２０００和４０００ｒ／ｍｉｎ的数据为例分别建

立多元线性回归模型和分布滞后模型进行分析。

多元线性回归模型拟合公式为

ｙ＝－３５８５４＋４３２７６Ｔ７－３８８４５Ｔ９ （８）
标准差 σ＝１７７３１。

由权宜估计法判断分布滞后模型的滞后阶数为

二阶，且其拟合公式为

ｙｔ＝－０５７０５＋３３９４５Ｔ７ｔ－１３７８７Ｔ７ｔ－１＋
２２２７６Ｔ７ｔ－２＋１００５２Ｔ９ｔ＋
０９１８６Ｔ９ｔ－１－５９９８７Ｔ９ｔ－２ （９）
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标准差 σ＝１５７５９。
将６０００ｒ／ｍｉｎ数据代入式（８）得标准差 σ＝

２０８７４，代入式（９）得标准差 σ＝２００４７，残差变化
趋势如图４所示。

图 ４　综合 ２０００ｒ／ｍｉｎ和 ４０００ｒ／ｍｉｎ

补偿 ６０００ｒ／ｍｉｎ的残差图

Ｆｉｇ．４　Ｒｅｓｉｄｕａｌｐｌｏｔｓｏｆ６０００ｒ／ｍｉｎｗｉｔｈｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ

ｍｏｄｅｌｏｆ２０００ｒ／ｍｉｎａｎｄ４０００ｒ／ｍｉｎ
　
同理综合其他转速的数据进行分析，得出结论

相同，即综合不同转速数据建模后，分布滞后模型的

稳健性得到了明显提升，比多元线性回归模型的补

　　

偿精度略高。这表明在数控机床热误差补偿中，通

过对实验数据的综合处理可以很好地提升分布滞后

模型的稳健性，使其具有可行性。

５　结论

（１）对 ＬｅａｄｅｒｗａｙＶ ４５０型数控加工中心进行
热误差实验，综合模糊聚类法与灰色关联法各自优

点选择最佳温度敏感点。

（２）热误差具有时间滞后性，采用分布滞后模
型可以将温度滞后项引入模型中，提高模型精度。

（３）模型的优劣主要看其稳健性。对于小样本
单批次数据进行建模时，多元线性回归模型的稳健

性比分布滞后模型好，但对分布滞后模型深入分析

知，可通过增加样本批次数使模型中包含更全的信

息量来克服模型中多重共线性问题，以此来提升分

布滞后模型的稳健性。通过实验验证了分布滞后模

型在机床热误差补偿中具有可行性。
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