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固定结合面刚度分形模型*
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摘要: 基于粗糙表面统计学参数与表面轮廓分形参数之间的关系,给出了结合面等效粗糙表面轮廓分形参数的计

算方法;在此基础上,提出了结合面切向接触刚度的修正分形模型;为验证模型的正确有效性,将固定结合面等效

为若干个法向和切向接触弹簧单元,其刚度通过相应的接触刚度模型进行计算,进而对文献[9]的结合面实验装

置———哑铃模型进行了有限元建模及模态分析,间接证明了接触刚度的正确有效性,并探讨了等效接触弹簧单元

的刚度、数量对有限元建模精度的影响。 此外,对文献[8]的实验模型进行了有限元建模及谐响应分析,并对实验

模型的实测、柔性连接仿真与刚性连接仿真频响曲线进行了对比,进一步证实了在仿真建模过程中考虑结合面接

触刚度的必要性。
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Stiffness Fractal Model for Fixed Joint Interfaces
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(College of Mechanical Engineering, Taiyuan University of Science and Technology, Taiyuan 030024, China)

Abstract: Based on the relationship between the rough surface statistics parameters and surface profile
fractal parameters, a method for calculating equivalent rough surface fractal parameters was proposed.
Furthermore, tangential contact stiffness model was modified. The FEM and modal of the dumb鄄bell could
be obtained when the joint interface was equivalent to the spring elements whose stiffnesses were obtained
from the contact stiffness model and evident the effectiveness of the contact model, then the major factors
of the modeling accuracy from the stiffness and the numbers of the equivalent spring element was
discussed. In addition, the FEM of another dumb鄄bell was obtained similarly. The frequency response
functions (FRFs) of the flexible connection FEM model and the rigid connection FEM model could be
obtained from the result of the harmonic response analysis. Through the comparison of the FRFs, the
necessity of the research on contact stiffness model was confirmed.
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摇 摇 引言

结合面的动态特性参数是影响机械结构系统动

力学性能的关键因素。 据统计,机床中出现的振动

问题有 60%以上源自结合面[1],因此结合面动态特

性参数问题一直是国内外学术界研究的一个热点。
在分形接触理论研究方面,Majumdar 等提出了以分

形几何为基础的粗糙表面接触分形模型———MB 模

型[2]。 文献[1,3 ~ 4]利用 MB 模型及经典接触理

论[5]建立了结合面接触刚度模型,但未明确结合面

等效粗糙表面分形参数的计算方法。 文献[6]在文

献[7]的基础上研究了结合面的接触刚度,并进行

了理论模型计算结果与实验结果的对比,但其切向

接触刚度模型仅适用于具有相同弹性常数的表面接



触[5]。 文献[8]给出了识别结合部的 2 个重要表征

参数(分形维数和分形粗糙度)的方法,修正了结合

部法向总载荷公式,并对文献[3 ~ 4]的法向与切向

接触刚度的理论解作了定量验证。
本文提出结合面等效粗糙表面轮廓分形参数

(分形维数 D 和分形特征长度尺度参数 G)的一种

计算方法,同时改进文献[1,3,4,6]的切向接触刚

度模型,并利用文献[9]的结合面实验装置———哑

铃模型及所给实验数据,将结合面接触刚度分形模型

计算结果以接触弹簧单元模式嵌入到哑铃模型的有限

元模型,进行模态分析,对几种法向和切向接触刚度模

型进行验证与比较,进而探讨等效接触弹簧单元的刚

度、数量对有限元模型计算精度的影响。 并对文献[8]
的实验模型进行有限元建模及谐响应分析,通过对实

验模型的实测频响函数[8]、柔性连接仿真频响函数与

刚性连接仿真频响函数进行对比,进一步证实在仿真

建模过程中考虑结合面接触刚度的必要性。

1摇 结合面等效粗糙表面轮廓分形参数的计

算方法

摇 摇 结合面实质上是由两接触粗糙表面组成的,目
前一般将其简化为一个等效粗糙表面与一个刚性平

面的接触问题[1 ~ 4,6],因此等效粗糙表面分形参数的

计算成为结合面接触刚度理论计算的前提与关键。
单个粗糙表面的传统统计学参数与分形参数之

间的关系为[1,9]
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式中摇 滓———粗糙表面的表面高度标准差

滓忆———粗糙表面的表面斜率标准差

酌———谱密度的尺度参数,酌 > 1,对于服从正

态分布的随机表面,一般取 酌 = 1郾 5
棕H———由测量仪器分辨率和滤波决定的最

高频率,m - 1

棕L———由采样长度决定的最低频率,m - 1

S(棕)———功率谱

两相接触粗糙表面的等效粗糙表面与两接触粗

糙表面的统计学参数符合[10]

滓2 = 滓2
1 + 滓2

2 (3)
滓忆2 = 滓忆1 2 + 滓忆2 2 (4)

式中摇 滓1、滓2———两接触粗糙表面 1、2 的表面高度

标准差

滓忆1 2、滓忆2 2———两接触粗糙表面 1、2 的表面斜

率标准差

根据式(1) ~ (4),利用已知的两接触粗糙表面

的统计学参数 滓1、滓2 和 滓忆1、滓忆2,可得到等效粗糙表

面的分形维数 D 和分形特征长度尺度参数 G。

2摇 结合面分形接触刚度模型

2郾 1摇 模型 1
文献[1]基于 MB 分形接触模型[2],首次建立

了结合面接触刚度分形模型。 本文中模型 1 的法向

接触刚度直接采用文献[1]中的法向接触刚度模

型。 模型 1 的切向接触刚度是对文献[1]的切向接

触刚度模型的修正。 使其模型适用于具有不同弹性

常数的物体。
(1)模型 1 的法向接触刚度
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式中摇 n(a忆)———接触点截面积的分布密度

a忆———微接触截面积,m2

a忆L———最大接触点截面积,m2

a忆c———临界接触截面积,m2

ac———微接触面的临界实际接触面积[13],m2

H———较软材料硬度,Pa
aL———微接触面最大实际接触面积,m2

E*———两接触材料的等效弹性模量,Pa
E1、E2———两接触材料的弹性模量,Pa
自1、自2———两接触材料的泊松比

(2)模型 1 的切向接触刚度
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Gx2 =
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(12)

式中摇 滋———结合面两接触材料摩擦因数

T———两粗糙表面接触时切向载荷,N
P———两粗糙表面接触时法向载荷,N
G*

x ———结合面材料切变模量[5],Pa
Gx1、Gx2———两接触材料剪切弹性模量,Pa

(3)模型 1 的结合面真实接触面积与法向接触

载荷的关系[11]
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其中 aL = 2 - D
D Ar (14)

式中摇 Ar———两接触面的真实接触面积,m2

2郾 2摇 模型 2
Wang 等[12]对微接触的截面积 a忆的接触点大小

分布密度进行了修正,文献[3 ~ 4]在文献[1]的基

础上,引入了修正的微接触点的截面积的分布密度

函数

nre(a忆) = 0郾 5D鬃1 - 0郾 5Da忆L0郾 5Da忆 - 1 - 0郾 5D 摇 (0 < a忆臆a忆L)
(15)

式中摇 鬃———域扩展因子[12]
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D - 2
D
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由方程(16)可确定 鬃。
(1)模型 2 的法向接触刚度[3]
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(2)模型 2 的切向接触刚度
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(3)模型 2 的结合面真实接触面积与法向载荷

的关系[9]
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其中 aL = 2 - D
D 鬃0郾 5D - 1Ar (20)

2郾 3摇 模型 3
假设粗糙接触表面的轮廓各向同性,则存在关

系:DS = D + 1(DS是表面的分形维数,DS沂(2,3))。
文献[6]将结合面的等效接触粗糙表面假设为各向

同性表面,在文献[7]的基础上建立了粗糙表面的

接触刚度分形模型,并进行了理论与实验结果的对

比。 但是,文献[9]中求解得到的切向接触刚度仅

在两接触材料属性一致的条件下适用,即当两接触

材料属性不相同时,该切向刚度模型将失效[5]。 本

文对其进行了改进,使其模型适用于具有不同弹性

常数的物体,并称之为模型 3 的切向接触刚度。
(1)模型 3 的法向接触刚度[6]
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(2)模型 3 的切向接触刚度
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(3)模型 3 的结合面真实接触面积与法向载荷

的关系[6]
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2郾 4摇 模型 4
模型 4 是在模型 3 的基础上,建立了计及微接

触大小分布的域扩展因子影响的结合面接触刚度的

分形模型。
(1)模型 4 的法向接触刚度[13]
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(2)模型 4 的切向接触刚度
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(3)模型 4 的真实接触面积与法向载荷的关

系[13]
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3摇 结合面接触刚度分形模型的验证与比较

借助 2 个实例对 4 种固定结合面接触刚度分形

模型进行了比较研究。
3郾 1摇 实例 1

借助文献[9]中的结合面实验装置———哑铃模

型及其实验数据,对 4 种接触刚度分形模型进行了

间接验证与比较。
3郾 1郾 1摇 实验模型及其相关参数

试件的两种配对 HT250 表面的参数为[9]:弹性

模量 E1,2 = 116 GPa;泊松比 自1,2 = 0郾 27;密度 籽1,2 =

7 340 kg / m3;粗糙表面的表面高度标准差 滓1,2 =
1郾 6 伊 10 - 6 m;粗糙表面的表面斜率标准差 滓忆1,2 =
805郾 74 伊 10 - 6;较软材料的硬度 H = 700 MPa;酌 =
1郾 5;棕L = 23郾 8 m - 1;棕H = 257郾 1 m - 1。
3郾 1郾 2摇 模型验证与讨论

求解由式(1) ~ (4)构成的非线性方程组, 可

得到上述结合面的等效粗糙表面分形参数为:D =
1郾 528 1,G = 2郾 992 7 伊 10 - 10 m。
3郾 1郾 3摇 实验模型的有限元建模及其模态分析

(1) 结合模型 1 ~ 4 计算得到实验模型固定结

合面处的法向与切向接触刚度。
(2) 将计算得到的接触刚度以弹簧单元的等效

模式嵌入到哑铃模型整体的有限元模型中去。 哑铃

整体的有限元模型总共有 5 100 个单元、6 360 个

节点,其中弹簧单元 108 个,文献 [9 ] 仅建立了

12 个弹簧单元,从有限元仿真的角度看,本文模型

将更加精确。 试件的有限元模型如图 1 所示。 两

接触结合面上各自对应均布 36 个节点,各对应节

点之间嵌入 3 个 COMBIN14 单元(X、Y、Z 3 个方

向,其刚度即为步骤(1)所求结合面接触总刚度的

1 / 36)。

图 1摇 哑铃组件有限元模型及结合部单元

Fig. 1摇 Finite element modeling and joint element of dumbbell
摇

(3) 设置有限元模型的边界条件。 文献[9]的
实验装置为自由边界,因此有限元模型的边界条件

设置为自由状态。
(4)对有限元模型进行自由模态分析,得到前

六阶模态振型及对应固有频率。
3郾 1郾 4摇 仿真结果与实验结果对比

由模态分析理论知,要对两者的固频进行比较,
需在模态振型一致的前提下进行才具有意义,由此,
理论与实验的固有频率的对比是建立在振型相似的

前提下进行[9]。
两者的模态固频相对误差对比结果如图 2 所示

(为了误差的直观表达,相对误差作了取绝对值处

理)。
考虑到当采用不同数量的弹簧单元去等效结合

面时对哑铃有限元模型精度的影响,在结合面的建

模时,建立了嵌套不同数量接触弹簧单元的哑铃有

限元模型,进行了相应固有频率对比。 本文列出了
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图 2摇 4 种模型的前六阶固有频率相对误差

Fig. 2摇 Relative error of the first six鄄order natural
frequency for four models

(a) 预紧面压 10郾 42 MPa摇 (b) 预紧面压 20郾 83 MPa
(c) 预紧面压 31郾 25 MPa

摇
采用模型 2 接触刚度所建模型的对比结果,如图 3
所示。

(1)图 2 给出了分别采用 4 种接触刚度分形模

型所建立有限元模型的模态频率与实测模态相对误

差的对比结果,可以看出,在 3 种不同的预紧面压下

的固有频率相对误差小于 19% 。 此外,除个别模态

阶数外,引入微接触大小分布的域扩展因子影响的

改进模型 2(4)的固有频率相对误差稍小。
(2)由图 3 可知当采用弹簧单元建立结合面的

等效有限元模型时,弹簧单元的数量及排列方式对

所建立的有限元模型精度有较大影响,主要是因为

弹簧单元忽略了不同方向的耦合作用,假如采用较

多数量的弹簧单元将减弱这种影响,但会造成有限

元分析计算数据量增多。 因此,在建立结合面等效

有限元模型的研究方面有待提出结合面新的建模方

法。 文献[14]所建立的等效虚拟材料可以作为一

种有限元建模的思路。
3郾 2摇 实例 2

借助文献[8]的哑铃模型将利用解析方法得到

的接触刚度嵌入到整体的有限元建模中,其建模方

案同实例 1 所述。 在对有限元模型进行模态分析的

基础上,进一步对仿真模型进行了谐响应分析。 最

图 3摇 模型 2 在不同数量等效接触弹簧单元下的

前六阶固有频率相对误差

Fig. 3摇 Relative鄄error of the first six鄄order natural frequency
for model No. 2 in different number spring element
(a) 预紧面压 10郾 42 MPa摇 (b) 预紧面压 20郾 83 MPa

(c) 预紧面压 31郾 25 MPa
摇

后对试件实测、刚性连接仿真、柔性连接仿真 3 种模

图 4摇 频响函数的比较

Fig. 4摇 Comparison of FRFs

式下的频响函数进行了对比,如图 4 所示。 由图 4
可知当考虑结合面接触刚度时所建立的柔性连接有

限元模型更符合实测的频响函数走势。 鉴于柔性连

接仿真所得到的频响曲线仅考虑了结构阻尼,而文

献[8]所实测得到的频响函数必然包括了结合面处
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的阻尼的影响,同时考虑到文献[8]没有具体给出

实测频响函数的激励点与拾振点及方向,故本文对

实测频响函数及有限元仿真所得频响函数的振幅皆

作了归一化处理。

4摇 结论

(1)提出了两相接触固定粗糙表面的等效粗糙

表面轮廓分形参数的一种计算方法。 给出了适用于

具有不同弹性常数表面相接触的切向接触刚度分形

模型。
(2)通过有限元动力学仿真数据与实验数据对

比,证实了基于分形接触理论所建立的分形模型。
(3)采用非耦合的弹簧单元建立了结合面处的

等效有限元模型,忽略了实际模型中存在的弹簧之

间的耦合关系。 实例 1、2 是在结合面处接触面压均

布条件下建立的有限元模型,忽略了面压在结合面

上非均布的情况。 以上皆将造成仿真误差。 此外采

用弹簧单元建立有限元模型时,要求 2 个接触面间

建立弹簧单元的两个节点必须一一对应,当工程中

的实体比较复杂时,其建模方法不易实现。 针对以

上问题,需要二次开发新的有限元单元来等效结合

部。
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