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基于承载接触分析的双重功率分流机构均载特性*

董摇 皓摇 方宗德摇 王宝宾摇 杜进辅
(西北工业大学机电学院, 西安 710072)

摘要: 建立了双重功率分流系统弹性支承下的力学模型。 运用轮齿几何接触分析(TCA)和承载接触分析(LTCA)
方法对齿轮副实际啮合过程进行仿真,拟合了齿轮副的时变啮合刚度,提高了计算精确度。 根据系统构成功率流

闭环的特点推导出系统的变形协调条件,并结合力矩平衡方程和弹性支承条件计算各齿轮副传递的扭矩,得到系

统的均载系数。 讨论了各种误差对系统功率分流的影响,为双重功率分流传动系统的设计提供了参考。
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Load Sharing Characteristics Analysis of Dual Power鄄split Gear Train
Based on Loaded Tooth Contact Analysis
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Abstract: In order to research load sharing characteristics of the dual power鄄split gear train, the
mechanical structure model was established. With the method of the tooth contact analysis and loaded
tooth contact analysis, the actual meshing process of gear pair was simulated and the time鄄varying mesh
stiffness was obtained, which can enhance the precision of the computation. According to the closed鄄loop
characteristic of the power flow of the system, the reverse angle deformation coordination conditions were
deduced, which were combined with the mechanical equilibrium equations and elastic support conditions
to calculate the transfer torque and load sharing coefficient of system. The influences of errors on the
power split characteristics were analyzed. It provided an important role in the reference for the design of
the dual power鄄split transmission system.
Key words: Dual power鄄split摇 Deformation coordination摇 Loaded tooth contact analysis摇 Load sharing

收稿日期: 2012 01 05摇 修回日期: 2012 04 06
*国家自然科学基金资助项目(50875211)
作者简介: 董皓,博士生,主要从事机械设计与机械传动研究,E鄄mail: donghaofane@ sina. com

摇 摇 引言

双重功率分流传动系统采用功率分支技术,可
实现四路功率的分流,结构紧凑,在很小的体积质量

下满足高速重载的工况要求。 国内外对功率分流传

动系统作了大量研究[1 ~ 10]。 但是,以往对传动系统

的研究大多采用齿轮副等效平均啮合刚度,并不能

准确反映真实的啮合过程,并且,以往研究大多仅考

虑构件之间的力学平衡关系,而忽略了整个系统实

际构成功率流动的闭环特征,这种功率流闭环中构

件的各类误差会相互叠加或者抵消,所以考虑功率

流闭环中的这种联系,能够更好地反映整个系统的

均载特性。 本文基于轮齿几何接触分析 ( Tooth
contact analysis,TCA)和轮齿承载接触分析(Loaded
tooth contact analysis,LTCA)将齿轮副整个啮合过程

离散为有限的啮合点,对每个啮合位置进行静力学

特性分析,得到其力学特性,利用该轮系力学闭环的

特征,建立双重功率分支机构的力学结构模型,推导

出系统各构件变形协调条件,并结合力矩平衡方程

和弹性支承条件进行求解,得到系统的均载系数。



提出一种分析双重功率分支机构均载特性的算法。

1摇 系统静力学模型

图 1 是双重功率分支系统的结构示意图。 双重

功率分支又称为功率四分支,其特点是输入功率在

两级减速齿轮传动装置中的第玉级小齿轮采用功率

两分支,第域级各小齿轮再采用两分支,实现双重功

率分支,功率最终由第域级分支中间齿轮汇流到域
级大齿轮输出。

图 1摇 双重功率分流传动系统简图

Fig. 1摇 Dual power鄄split transmission system
1. 输入轴摇 2.玉级小齿轮摇 3.玉级大齿轮摇 4. 扭力轴摇 5.域级小齿轮

6.域级分支中间齿轮摇 7.域级大齿轮摇 8. 花键摇 9. 轴承

摇
双重功率分支系统可进一步提高传动装置功率

密度比,有效解决传动装置大扭矩、大功率、大速比

的要求。 图 2 为系统的力学结构模型,系统输入扭

矩为 T1,输出扭矩为 T10。 规定驱动力矩为正,负载

力矩为负,再根据作用力和反作用力平衡条件,齿轮

副啮合传递扭矩可表示为 Tij = - iijT ji ( i = 1,2,…,
10; j = 1,2,…,10),其中 iij = rbj / rbi,rbi和 rbj为各齿

轮的基圆半径。 K ij为各齿轮副的平均啮合刚度,pu

和 gv(u = 1,4,5; v = 2,3,6,7,…,10)为各齿轮的代

号。
系统力矩平衡条件为

T1(k) + T12(k) + T13(k) = 0
T12(k) i12 + T46(k) + T47(k) = 0
T13(k) i13 + T58(k) + T59(k) = 0
T610(k) + T46(k) i46 = 0
T710(k) + T47(k) i47 = 0
T710(k) + T58(k) i58 = 0
T810(k) + T59(k) i59
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式中摇 Tij( k)———齿轮 j 对齿轮 i 在一个啮合周期

中第 k 个啮合位置的扭矩,k = 1,
2,3,4,5

2摇 变形协调条件

各齿轮副啮合转角之间满足

驻渍ij(Tij(k)) = 驻渍i(Tij(k)) - ( rbj / rbi)驻渍j(Tij(k))
(2)

图 2摇 双重功率分流传动系统的力学结构模型

Fig. 2摇 Mechanical model of system
摇

式中摇 驻渍i、驻渍j———齿轮 i 和齿轮 j 的转角

驻渍ij(Tij( k))———齿轮 i 在扭矩作用下相对

于齿轮 j 的角变形,即承载

传动误差,是 Tij(k)的函数

如图 3 所示,齿轮副之间的啮合看作是弹簧作

用,根据系统本身的结构特点,系统功率流动可以分

为 4 个通道,例如通道 1 包含齿轮 1、2,轴 2、4,齿轮

4、6、10,依次建立各通道模型。 将 4 个通道中各齿

轮的相对啮合点的转角等效成玉级小齿轮 1 的相对

转角 渍(k)
1 (k = 1,2,3,4),则有

驻渍(1)
1 (k) = 驻渍12(T12(k)) + i12驻渍24(T24(k)) +
i12驻渍46(T46(k)) + i12 i46驻渍610(T610(k)) =

驻渍1(k) - i12 i46 i610驻渍10(k) (3)
驻渍(2)

1 (k) = 驻渍12(T12(k)) + i12驻渍24(T24(k)) +
i12驻渍47(T47(k)) + i12 i47驻渍710(T710(k)) =

驻渍1(k) - i12 i47 i710驻渍10(k) (4)
驻渍(3)

1 (k) = 驻渍13(T13(k)) + i13驻渍35(T35(k)) +
i13驻渍58(T58(k)) + i13 i58驻渍810(T810(k)) =

驻渍1(k) - i13 i58 i810驻渍10(k) (5)
驻渍(4)

1 (k) = 驻渍13(T13(k)) + i13驻渍35(T35(k)) +
i13驻渍59(T59(k)) + i13 i59驻渍910(T910(k)) =

驻渍1(k) - i13 i59 i910驻渍10(k) (6)
其中摇 摇 i12 = i13 摇 i46 = i47 = i58 = i59

i610 = i710 = i810 = i910
因此有,驻渍(1)

1 ( k) = 驻渍(2)
1 ( k) = 驻渍(3)

1 ( k) =
驻渍(4)

1 (k),取 驻渍(1)
1 ( k) = 驻渍(2)

1 ( k)、 驻渍(2)
1 ( k) =

驻渍(3)
1 (k)、驻渍(3)

1 (k) = 驻渍(4)
1 (k),得到变形协调条件

为

驻渍46(T46(k)) + i46驻渍610(T610(k)) =
驻渍47(T47(k)) + i47驻渍710(T710(k)) (7)
驻渍12(T12(k)) + i12驻渍24(T24(k)) +

i12驻渍47(T47(k)) + i12 i47驻渍710(T710(k)) =
驻渍13(T13(k)) + i13驻渍35(T35(k)) +

i13驻渍58(T58(k)) + i13 i58驻渍810(T810(k)) (8)
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图 3摇 双重功率分流传动系统各齿轮转角对应关系

Fig. 3摇 Corresponding relationships between gear rotary angles in dual power鄄split gear train system
摇

驻渍58(T58(k)) + i58驻渍810(T810(k)) =
驻渍59(T59(k)) + i59驻渍910(T910(k)) (9)

把制造和安装误差对齿轮副啮合的影响体现在

啮合线方向上的位移变化用简谐函数形式表示,有
驻Sij = [xi + 驻Axi - (x j + 驻Axj)]cosAij +

[yi + 驻Ayi - (y j + 驻Ayj)]sinAij (10)
式中摇 驻Axi、驻Axj———齿轮 i、 j 的 x 向误差幅值

驻Ayi、驻Ayj———齿轮 i、 j 的 y 向误差幅值

Aij———各齿轮副啮合线与 x 轴正向夹角

各齿轮副的啮合扭转角关系为

驻渍ij(Tij(k)) = (Tij(k) / K ij - 驻Sij) / ri (11)
式中摇 K ij———各齿轮副的时变啮合刚度

弹性扭力轴的扭转角关系为

摇
驻渍24(T24(k)) = 驻渍2 - 驻渍4 = T24(k) / K24

驻渍35(T35(k)) = 驻渍3 - 驻渍5 = T35(k) / K
{

35

(12)

式中摇 K24、K35———扭力轴扭转刚度

考虑弹性支承条件,可以表示为

移Tij(k)cosAij - Kxixi = 0

移Tij(k)sinAij - Kyiyi =
{

0
(13)

式中摇 Kxi、Kyi———x、y 向的等效支承刚度

xi、yi———x、y 向的轴心横向弯曲变形量

式(11)代入式(7)、(8)和(9)中,可以得到误

差影响下的变形协调条件,将其与弹性支承条件和

力矩平衡条件联立,即可求得各齿轮副的传递扭矩

Tij,进而求得各级齿轮的均载系数。

3摇 基于 LTCA 的时变啮合刚度

啮合刚度是周期性变化的,参照文献[11]的理

论计算和文献[12]的实验研究,提出了较精确的齿

轮副啮合刚度模型。 轮齿在外载荷作用下啮合时,
角变形主要由几何传动误差、弯曲变形和接触变形

导致[13]。 几何传动误差由齿面设计和加工形成,与
载荷大小无关,可以表示为 啄1(T) = a。 当齿轮副材

料、几何参数及啮合位置一定时,弯曲变形和接触变

形由载荷决定,美国格里森公司的计算方法[14] 认为

弯曲变形与载荷呈线性关系,有 啄2 (T) = bT,接触

变形与载荷的关系为 啄3(T) = cT2 / 3。 啄1、啄2 和 啄3 为

由几何传动误差、弯曲变形和接触变形导致的角

变形。 这 3 组引起的扭转角变形和扭矩 T ij( k)的

函数式为

驻准ij(Tij(k)) = a + bTij(k) + cTij(k) 2 / 3 (14)
式中摇 a、b、c———常数

忽略轮齿齿面摩擦,假设两对齿(玉和域)同时

接触[11],在载荷 p 作用下,轮齿发生弹性变形。 轮

齿接触变形后位移协调方程为

Fkp jk + wk = Z + d jk 摇 (k =玉,域) (15)

其中 移
n

j = 1
p j玉 + 移

n

j = 1
p j域 = p (16)

p jk = [p1 p2 … pn] T 摇 d jk = [d1 d2 … dn] T

Z = [1 1 … 1] T

wk = 啄k + b j 摇 啄k = 啄 [1 1 … 1] T

式中摇 p jk———齿对 k 的瞬时接触椭圆长轴离散点 j
处的法向载荷

d jk———齿对 k 的瞬时接触椭圆长轴离散点 j
处变形后的齿面间隙

Z———轮齿的法向位移

Fk———齿对 k 的法向柔度矩阵
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wk———齿面初始间隙

b j———齿对 k 的齿面法向间隙

若 p jk > 0,则 d jk = 0;若 p jk = 0,则 d jk > 0( j = 1,
2,…,n)。

对一个啮合周期中所有啮合位置上顺序进行有

限元和 LTCA 计算,可得到 Z、p 和 d。 其中 Z 为当

前接触位置载荷 p 作用下的齿轮变形后的法向线位

移传动误差,将其变换为角位移误差 驻渍ij,假定各齿

轮副所承受扭矩为 0郾 1T1、0郾 5T1 和 0郾 9T1,由 LTCA
的结果可得到各齿轮副某一啮合位置 k 下不同载荷

作用下对应的多组承载传动误差 (扭转角变形)
驻渍ij(0郾 1T(k))、驻渍ij(0郾 5T(k))和 驻渍ij(0郾 9T(k)),
将其分别代入式(14),确定系数 a、b 和 c,则可以推

导出承载传动误差与名义载荷的函数关系式,再拟

合出一个啮合周期中各啮合位置下承载传动误差随

扭矩 Tij(k)变化的函数关系式,最后得到各对齿轮

副时变啮合刚度,可表示为

K ij(k) =

Tij(k)
ricos琢n

rbi驻准ij(Tij(k))
(17)

该刚度能更加直接地反映出齿轮在各啮合位

置的啮合特性。 对于误差(轴交角误差等)的影

响,可以将由此引起的齿轮空间位置的变化代入

到与齿轮固联的坐标系的转换矩阵中,重新计算

TCA 与 LTCA,最后得到误差位置下齿轮的啮合状

况。 假设轮齿的几何特性和力学特性都按此重

复,则齿间间隙、齿面间隙和柔度矩阵系数的计算

都只需在一对齿上进行,再建立多对齿啮合的

LTCA 模型。
无轴交角误差时如图 4a 所示,A0、B0、C 和 D

分别表示轴 A0B0和轴 CD 的 4 个轴承点支承位置,
如果存在轴交角误差,位置关系如图 4b 所示,
A0B0到了一个新的位置 AB,XA0Y 表示为平面内 S,
YA0Z 表示为垂面内 V,误差角分别用夹角 兹 和夹

角 准 表示,图 4c 中平面内的误差为 EC,垂面内的

误差为 E I,现主要考虑平面内的误差 EC时对均载

特性的影响。
就第 4 小节算例中给出的系统载荷和齿轮参

数,建立第玉级齿轮副 12 的时变啮合刚度,同理可

以建立其他多对齿轮副的时变啮合刚度。 并给出齿

轮副 12 中齿轮 1 的齿向修形前后有无 EC误差时的

齿面载荷分布,如图 5 所示。
比较图 5a 和图 5b,齿向修形前有轴交角误差

时,载荷向齿宽一端集中,造成应力集中;齿向修形

后如图 5c 和图 5d 所示,齿面载荷均向齿宽中间方

图 4摇 轴交角误差示意图

Fig. 4摇 Diagrams of misalignment
(a) 无轴交角安装误差摇 (b) 有轴交角安装误差摇

(c) 不同平面内误差示意

摇

图 5摇 修形前后有无轴交角误差载荷分布

Fig. 5摇 Load distribution diagrams with or without
misalignment when before and after axial relief
(a) EC = 0义(未修形) 摇 (b) EC屹0义(未修形)

(c) EC = 0义(修形后) 摇 (d) EC屹0义(修形后)
摇

摇 摇

向集中,轴交角误差的影响降低。
EC = 0义和 EC = 3义时的载荷作用下每 5 个啮合位

置共 4 个啮合周期的承载传动误差和时变啮合刚

度,如图 6 所示。 EC = 0义时刚度平均值为 1郾 79 伊
106 N / mm,波动范围为(1郾 63 ~ 1郾 95) 伊 106 N / mm,
EC = 3义时刚度平均值为 1郾 38 伊 106 N / mm,波动范围

为(1郾 27 ~ 1郾 43) 伊 106 N / mm,轴交角误差导致时变

啮合刚度曲线发生变化。
对齿轮 1 进行齿向修形 0郾 015 mm,修形后的刚

度结果如图 7 所示。
齿向修形后,EC = 0义时刚度波动为图 6a 的

71郾 88% ,EC = 3义时刚度波动为图 6b 的 93郾 75% ,修
形后刚度波动均在 1郾 5 伊 105 N / mm 附近,修形后刚

度平均值和波动范围均减小,进而减小刚度波动引

起的不均载。
图 8 为 EC = EI = 3义下的刚度曲线。 可以看出

EC比 EI对啮合刚度的影响大,本文主要考虑平面内

的误差 EC对系统均载特性的影响。
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图 6摇 有无轴交角误差时承载传动误差和刚度曲线

Fig. 6摇 Curves of loaded transmission errors and stiffness with or without misalignment
(a) EC = 0义摇 (b) EC = 3义

摇

图 7摇 齿向修形 0郾 015 mm 后的刚度曲线

Fig. 7摇 Curves after axial relief of 0郾 015 mm
(a) EC = 0义摇 (b) EC = 3义

摇

图 8摇 不同平面内轴夹角误差影响下的刚度曲线

Fig. 8摇 Curves of stiffness under influence of misalignmentin different planes
(a) EC = 3义摇 (b) EI = 3义

摇

4摇 算例求解与结果分析

系统功率 PW =8 000 kW,转速 n =5 000 r / min,扭
力轴外径 d =68郾 12 mm,有效承载长度 L =317郾 44 mm。
各齿轮参数如表 1 所示。 各齿轮处等效支承刚度参

数如表 2 所示。
图 9 表示 EC = 3义时齿向修形前后的第域级各

齿轮 i( i = 6,7,8,9)的均载系数 Ji。 图 9 可以看出,
修形后啮合位置上的刚度波动减小,均载性能有所

表 1摇 双重功率分支机构各齿轮参数

Tab. 1摇 Gear parameters of dual power鄄split
gear train system

参数
齿轮

1 2 ~ 3 4 ~ 5 6 ~ 9 10

齿数 z 42 117 24 51 198
模数 m / mm 3 4
齿宽 b / mm 62 96
压力角 琢 / ( 毅) 20
螺旋角 茁 / ( 毅) 15郾 48 15郾 28
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提高。 图 10 为 EC单独变化时的均载系数,可以看

出 EC越大,均载性能越低。

表 2摇 等效支承刚度参数

Tab. 2摇 Equivalent support stiffness parameters

齿轮 x 方向刚度 / N·mm - 1 y 方向刚度 / N·mm - 1

1 2郾 85 伊 107 1郾 75 伊 107

2 ~ 3 9郾 31 伊 107 2郾 38 伊 108

4 ~ 5 4郾 16 伊 104 5郾 34 伊 104

6 ~ 9 4郾 68 伊 107 5郾 01 伊 108

10 1郾 45 伊 108 1郾 09 伊 108

图 9摇 EC = 3义时修形前后均载系数变化曲线

Fig. 9摇 Curves of load sharing coefficient with
EC = 3义 before and after axial relief

(a) 未修形摇 (b) 修形后

摇

图 10摇 轴交角误差单独作用的均载系数变化曲线

Fig. 10摇 Curves of load sharing with misalignment
摇

图 11摇 各安装误差单独变化时系统的均载系数

Fig. 11摇 Load sharing with each error alone change

摇 摇 图 11 表示安装误差单独变化时的均载系数。
随着构件误差的增大,系统的均载系数变大,其中域
级大齿轮的误差影响较大,域级中间齿轮误差影响

次之,玉级小齿轮误差影响居中,玉级大齿轮和域级

小齿轮误差影响较小。

5摇 实验和数据分析

针对双重功率分支轮系的实验分析,利用该轮

系对称结构的特点,其一侧可认为是一个单独的功

率分支系统,即功率二分支,通过对比国外功率二分

支系统的实验,从而验证本文方法的正确性。 根据

文献 [4 ] 提供的传动系统,该系统给定功率为

373 kW,转速为 8 780 r / min,并结合所提供的计算数

据(表 1、2)和最终的实验结果,利用本文提出的计

算方法和建立的数学模型对该实验数据进行计算,
并对计算结果和文献[4]结果进行对比,如图 12 所

示。

图 12摇 实验和理论数据对比

Fig. 12摇 Comparison between experimental and theoretical data
(a) 实验摇 (b) 计算

摇
文献[4]中给定安装误差为 0郾 3 mm,如图 12a

所示,实验结果得连接轴处的一侧分支扭矩为

728郾 61 N·m,另一侧分支扭矩 625郾 32 N·m,一侧功

率分配为 53郾 88% ,均载系数为 1郾 077 6。 利用本文

提出的方法进行计算,如图 12b 所示,得连接轴的一侧

分支扭矩 773郾 53 N·m,另一侧分支扭矩 648郾 59 N·m,
得到单支功率分配为 54郾 36% ,均载系数为 1郾 087 2,
从实验和数值计算结果对比,趋势一致,数据相符,
从而验证了本文计算功率分支机构方法的准确性。

6摇 结论

(1)通过 LTCA 结果拟合各齿轮副的时变啮合

刚度,提高了均载系数计算的精确度。
(2)轴交角误差对齿面载荷分布产生影响,引

起时变啮合刚度波动,并引起均载系数在各个啮合

位置上的波动,最终影响系统载荷均匀分布。 通过

轮齿修形可以改善这种状况。 对于各个构件的安装

误差,在误差相同的情况下,域级大齿轮的误差对系

统的均载影响最大,其次是域级中间齿轮、玉级小齿

轮,最后是玉级大齿轮、域级小齿轮,因此,应注意第
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域级各构件的误差分布情况。 各误差共同对系统均

载情况起作用。
(3)变形协调条件的方法可以为其他构成功率

流动闭环的分流传动系统的均载性能研究提供参

考。 通过数据对比和实验分析,验证了本文方法的

正确性。
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