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平面 3 RRR 柔性并联机器人残余振动主动控制*

张清华摇 张宪民
(华南理工大学广东省精密装备与制造技术重点实验室, 广州 510640)

摘要: 对平面 3 RRR 柔性并联机器人残余振动主动控制问题进行了研究。 基于有限元法和拉格朗日方程,建立

了带压电陶瓷制动器和传感器的智能梁单元的运动方程。 考虑刚体运动和弹性变形运动的约束关系,通过组装,
形成了 3 RRR 柔性并联机器人系统的运动学方程,基于模态理论把物理空间下描述的高阶运动方程变换到模态

空间下的低阶模态方程。 根据导出的低阶模态方程,设计了应变速度反馈控制器和最优状态反馈控制器,数值仿

真结果表明:两种控制器都能有效地抑制系统的残余振动。 同时,相对于应变速度反馈控制,最优状态反馈控制能

以更低的控制输入电压取得更好的控制效果。
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Active Residual Vibration Control of Planar 3 RRR Flexible Parallel Robots

Zhang Qinghua摇 Zhang Xianmin
(Guangdong Province Key Laboratory of Precision Equipment and Manufacturing Technology,

South China University of Technology, Guangzhou 510640, China)

Abstract: A research concerning active residual vibration control of planar 3 RRR flexible parallel
robots was presented. First, based on the finite element method and the Lagrange爷 s equation, the
equations of motion of the smart beam bonded lead zirconate titanate (PZT) actuators and sensors were
modeled. Considering constraint equations of rigid motion and elastic motion, the general motion
equations of planar 3 RRR flexible parallel robots were determined by the compatibility. The high鄄order
equations of the system in physical space were transformed into modal space through the modal theory.
According to the low鄄order modal equations, both the strain rate feedback controler and the optimal state
feedback controler were designed for suppressing residual vibration of the system. The numerical
simulation results revealed that two kinds of controllers could effectively suppress residual vibration of the
system. Moreover, comparing the strain rate feedback control, the optimal state feedback control could
obtain better control results in a lower control voltage.
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摇 摇 引言

柔性多体系统的建模与振动主动控制一直是机

构学研究的热点[1 ~ 2]。 在系统建模方面,研究者们

提出了各种不同的方法,主要可以分为连续建模

法[3]和离散建模法[4]。 高速、高加速度柔性机器人

的主要缺点是容易产生振动。 目前,已有一些控制

策略能够在一定程度上抑制或削弱柔性机器人系统

的弹性振动[5 ~ 9]。
Zhang 等研究了带压电制动器和传感器的柔性



四杆机构的弹性动力学建模和振动主动控制,讨论

了缩减阶模态控制、经典 H肄 控制和鲁棒 H肄 控

制[9 ~ 11]。 由输出反馈和干扰前馈组成的最优控制

器被用来抑制机械系统的噪声[11],Vasques 等[12] 利

用压电制动器和传感器薄片研究了智能压电梁的振

动主动控制,比较了经典控制、常增益速度反馈控

制、最优控制、LQR 控制和 LQG 控制在压电智能梁

振动主动控制中的性能。 基于混合驱动方法,Shin
等[13]研究了柔性两杆操纵器的位置控制,滑模控制

器被用来追踪理想的电机角位移,幅度控制器被用来

抑制柔性杆的弹性振动。 基于复模态理论和最优状态

反馈策略,研究了旋转柔性梁的振动控制问题[14]。
然而,上述振动控制问题的研究主要集中在柔

性毂 梁机构、柔性两杆机构和柔性四杆机构等简单

柔性机械系统[9 ~ 14],而对复杂的柔性并联机器人系

统的振动主动控制问题研究得较少,Zhang 等对平

面 3 PRR 柔性并联机器人进行了研究[15 ~ 18],并取

得了一定的成果。 胡俊峰等[19] 针对一般柔性并联

机器人,提出了一种精确而简单的动力学建模方法。
文献[20]研究了平面 3 RRR 并联机器人的刚体

动力学建模与控制。 本文将探讨平面 3 RRR 柔性

并联机器人的残余振动主动控制问题。

1摇 3 RRR 柔性机器人系统的运动方程

平面 3 RRR 柔性并联机器人示意图如图 1 所

示。 平面 3 RRR 柔性并联机器人由动平台

C1C2C3、静平台 A1A2A3 以及 3 条连接动平台和静平

台的柔性支链 A1B1C1、A2B2C2、A3B3C3 组成,且 3 条

支链完全一致,即 lA1B1
= lA2B2

= lA3B3
、 lB1C1

= lB2C2
=

lB3C3
,静平台与主动杆、主动杆与从动杆、从动杆与

动平台之间用转动关节连接,连杆 A1B1、 B1C1、
A2B2、B2C2、A3B3、B3C3 都是柔性杆件,A1、A2、A3 是

驱动关节,B1、C1、B2、C2、B3、C3 是被动关节, O 为

静平台正吟A1B1C1 的中心,P 为动平台正吟C1C2C3

的中心,OXY 为全局固定坐标系。 琢1、茁1、琢2、茁2、琢3、
茁3 分别为连杆 A1B1、B1C1、A2B2、B2C2、A3B3、B3C3

与 X 轴正方向所成的夹角,兹 为正吟C1C2C3 的边

C1C2 与 X 轴正方向所成的夹角。
1郾 1摇 单元动力学模型

为了建立含压电传感器和激振器的单元梁动力

学方程,首先计算单元的动能和应变能。 如图 2 所

示,假设单元为梁单元,OXY 为全局固定坐标系,Ax
为固连于单元端点 A 处的局部坐标系,且 x 轴沿着

未变形梁单元的中性线。 A、B 为单元的两端点,C
为单元中轴线上任意一点,经弹性变形后到达 C忆
处,假设单元两端点在局部坐标系下广义弹性坐标

图 1摇 并联机器人示意图

Fig. 1摇 Diagram of parallel robot
1.驱动关节摇 2. 主动杆 1摇 3. 被动关节摇 4. 从动杆 1摇 5. 主动杆 2
6. 从动杆 2摇 7. 主动杆 3摇 8. 从动杆 3摇 9. 动平台

摇
用向量 ef表示,且 ef = [e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7 e8]T,
其中 e1、e5表示两端点 A、B 轴向变形位移,e2、e6表示

其横向变形位移,e3、e7表示其弹性转角,e4、e8表示

两端点处的曲率。 则点 C忆的位移可以表示为

v(x,t) =
v1(x,t)
v2(x,t

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú)
=Nef (1)

式中摇 N———型函数矩阵

图 2摇 单元动力学模型

Fig. 2摇 Dynamic model of beam element
1. PZT 制动器摇 2. PZT 传感器摇 3. 中性线

摇
由图 2 可知,点 C忆在固定坐标系 OXY 中的位移

为

rC忆 = rA + RNe (2)
其中 e = e0 + ef

R =
cos渍 - sin渍
sin渍 cos

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú渍

e0 = [0 0 0 0 l 0 0 0] T

式中摇 R———坐标变换矩阵

e0———梁单元未变形时两端点在单元坐标系

中的广义坐标

式(2)对时间 t 求偏导数

r·C忆 =
鄣rC忆
鄣t = r·A + R渍Ne渍

· + RN e·f (3)

其中 R渍 = 鄣R
鄣渍
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设 q = [ rTA 渍 eT
f ] T,S = [ I R渍Ne RN],则

式(3)可以写成

r·C忆 = S q· (4)
因此单元动能可以表示为

T = 1
2 乙

V

籽 r·T
C忆 r

·
C忆dV + 乙Le

0

1
2 兹

·2(x,t)dJc +

1
2 (mA r·T

A忆 r
·

A忆 +mB r·T
B忆 r

·
B忆) +

1
2 (JA兹

·2(0,t) + JB 兹
·2(L,t)) = 1

2 q·Tm q· (5)

式中第一个等号右边第 1 项为梁单元的平动动能,
第 2 项为截面转动动能,第 3、4 项分别为集中质量

平动、转动动能。
忽略剪切和屈曲应变能,根据材料力学,单元应

变能可以表达为

U = 1
2 乙

Le

0
EI(x)(v义2(x,t)) 2dx +

1
2 乙

Le

0
ES(x)(v忆1(x,t)) 2dx = 1

2 qTkq (6)

式中摇 E———单元材料的弹性模量

I(x)———梁单元截面的惯性转矩函数

S(x)———梁单元截面面积函数

Le———单元长度

利用 PZT 材料的正逆压电效应,PZT 片被广泛

地应用于柔性机械系统的振动主动控制器设计中,
如图 2 所示,一对 PZT 片对称地粘贴在梁单元的两

个表面上,其中一个用作制动器,另一个用作传感

器。 根据文献[15],传感器的压电方程可以表示为

Vse = kse
鄣v22(xk,t)

鄣x2 = kseN义2 T(xk)ef (7)

其中 kse =
Esd31ws

Cs
(Ls + Le)

式中摇 Es———压电传感器的弹性模量

d31———压电常数摇 摇 ws———压电传感器宽度

Ls———压电传感器长度

Cs———压电传感器电容

xk———传感器中点在单元坐标系下沿 x 轴的

坐标

N2(xk)———N(x)的第 2 行行向量在 xk 处的

取值

根据逆压电效应,PZT 制动器的压电方程可以

表示为[15]

FPe = kaeVae (8)
式中摇 Vae———施加给制动器的电压

kae———与制动器参数和单元参数有关的常

值向量

根据拉格朗日方程,可以导出单元运动学方程

mT
r r··A +mT

渍渍
··+mf e

··
f + kef = pv + kaeVae (9)

其中 mr = R(Nm +Nc) = R N

m渍 = eT 寛
N + JAN忆2 T(0) + JBN忆2 T(L) + 乙L

0
籽IN忆2 Tdx =

eT 寛
N + C2

mf = 寛Nc + 寛Nm + 乙L
0
籽IN忆2 TN忆2dx + JAN忆2(0)N忆2 T(0) +

JBN忆2(L)N忆2 T(L) =

寛N + 乙L
0
籽IN忆2N忆2 Tdx + JAN忆2(0)N忆2 T(0) +

JBN忆2(L)N忆2 T(L) = 寛N + C3

k = 乙l
0
EI(x)N义2 T(x)N义2(x)dx +

乙l
0
ES(x)N忆1 T(x)N忆1(x)dx

pv = -m· e·f +
鄣
鄣e (

f

1
2 e·T

f me
· )f = 2

寛
Ne·f渍

· + 寛Ne渍·2

Nm = 乙
V

籽NdV摇 摇 寛Nm = 乙
V

籽NTNdV

寛
Nm = 乙

V

籽NT 寛INdV摇 摇 Nc =mAN(0) +mBN(L)

寛Nc =mAN(0) TN(0) +mBN(L) TN(L)
寛
Nc =mAN(0) T 寛IN(0) +mBN(L) T 寛IN(L)

N =Nm +Nc 摇 摇 寛N = 寛Nm + 寛Nc 摇 摇
寛
N =

寛
Nm +

寛
Nc

式中 pv 为单元的二次速度向量,包括科氏力和离心

力,且是广义坐标 q 和 q· 的函数。
上述单元运动学方程是在局部坐标系下建立

的,在组装成系统运动学方程之前,必须把它转换到

全局坐标系上来。 定义坐标变换矩阵 B,则
ef = BUe (10)

式(10)对时间 t 求导数,得

摇
e·f = B渍Ue渍

· + B U
·

e

e··f = B渍渍Ue渍
·2 + 2B渍 U

·
e渍
· + B渍Ue渍

··+ B U
··{

e

(11)

将式(10)、 (11)代入式(9)并左乘 BT 得

Me U
··

e + CeU
·

e + KeUe =Qe + KeVae (12)

其中 Ce = 2(BTmfB渍 - BT 寛
NB)渍·

Me = BTmfB摇 Ke = BT kae

Qe = BT( 寛Ne0渍
·2 -mT

r r··A - CT
2渍
··+

寛
Ne0渍

··)
Ke = BT(mfB渍渍

·2 +mfB渍渍
··+ KB -

2
寛
NB渍渍

·2 - 寛NB -
寛
NB 渍··)

1郾 2摇 系统运动学方程

建立单元运动学方程后,利用坐标协调矩阵,并
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考虑刚体坐标变量和弹性坐标变量的约束关系,可
以把单元运动学方程组装成系统运动学方程,定义

坐标协调矩阵 De,则
Ue =DeU (13)

式中摇 U———系统广义坐标列阵

Ue———单元坐标列阵

将式(13)代入式(12)并左乘 DT
e ,假设整个系

统有 m 个制动器和 m 个传感器,可得系统运动学方

程为

MU
··

+ CU
·

+ KU =Q + KVin (14)

其中摇 M = 移
e

DT
eMeDe 摇 K = 移

e
DT

eKeDe

K = 移
ea

DT
eaKe

Vin = [Vae1 摇 Vae2 摇 …摇 Vaem]

式中摇 移
e

———对所有的单元求和

U———系统的广义坐标列阵

C———阻尼矩阵摇 摇 K———输入矩阵

Q———广义力矩阵,包括广义外力、科式力和

离心力

Vin———m 维输入向量

同理,对所有传感器进行组装,可得传感器输出

方程

Vs = CsU (15)
其中 Vs = [Vse1 摇 Vse2 摇 …摇 Vsem]

T

式中摇 Vs———m 维输出向量

Cs———m 伊 n 阶输出矩阵

联合式(14)、(15),可得系统总运动方程为

M U
··

+ C U
·

+ KU =Q + KVin

Vs = Cs
{ U

(16)

2摇 控制器设计

本文的控制目标是抑制系统柔性连杆的残余振

动,以使动平台精确地到达给定的位姿,而不考虑机

器人在运动过程中的振动。 残余振动是机器人在名

义运动停止后产生的振动,因此式(16)的系数矩阵

中与名义运动速度和加速度相关的量都变为零,从
而质量矩阵 M 为对称正定常数矩阵,刚度矩阵 K 为

常对称矩阵,外力矩阵 Q 为零矩阵,阻尼矩阵 C 为

结构阻尼,即

MsU
··

+ CsU
·

+ KsU = KVin

Vs = Cs
{ U

(17)

采用有限元方法建立的运动方程式(17)是高

维二阶微分方程,考虑到系统的弹性振动主要由其

低阶模态被激励而产生以及构造控制器的成本,因

此在设计控制器时,需对系统运动方程进行降阶处

理,采用实模态方法把在物理空间描述的运动方程

式(17)变换到模态空间上来,作变换

U =椎浊 (18)
式中摇 椎———振型矩阵摇 摇 浊———模态坐标向量

将式(18)代入式(17),并左乘 椎T,同时考虑到

实模态的正交性,有
浊··+ diag(2灼iw i)浊

· + diag(w2
i ) = KoVin

Vs = Co
{ 浊

(19)

取其前 r 阶低阶模态进行控制。 因此,系统的控制

模型可以简化为

摇
浊··r + diag(2灼iw i)浊

·
r + diag(w2

i )浊r = KrVin

Vs = Cr浊
{

r

(20)

2郾 1摇 应变速度反馈控制器设计

应变速度反馈控制(SRF)可以用来减弱柔性连

杆的弹性振动,传感器的输出电压经微分后反馈给

对应的制动器,即

Vin = - Kd V
·

s = - KdCr 浊
·

r = - Kv 浊
·

r (21)
式中摇 Kd———反馈增益矩阵

因此被控系统的运动方程可以表示为

浊··r + (diag(2灼iw i) + KrKv)浊
·

r + diag(w2
i )浊r = 0

(22)
假设经反馈控制后,系统的阻尼系数为 灼i,则反

馈增益矩阵可以表示为

Kd = K +
r diag(2(灼i - 灼i)w i)C +

r (23)
式中摇 K +

r 、C +
r ———Kr、Cr 的广义逆矩阵

从式(22)可知,应变速度反馈控制的本质是通

过增加系统的阻尼来达到减弱系统的振动。
2郾 2摇 最优控制器设计

将式(20)写成状态空间的表达形式

X
·

o = AoXo + BoVin

Vs = CoX
{

o

(24)

其中

Xo =
浊· r

浊
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

r 2r 伊 1

摇 Co = 0 C[ ]r m 伊 2r 摇 Bo =
Kré

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú0 2r 伊 m

Ao =
- diag(2灼iw i) - diag(w2

i )
0

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úI 2r 伊 2r

最优状态反馈控制器被用来最大限度地减弱系

统的残余振动。 定义性能函数

J(Xo,Vin,t) = 1
2 乙

肄

0
(XT

oQXo + VT
inRVin)dt

(25)
式中摇 Q、R———权重矩阵

假设控制输入

Vin = -GXo (26)
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式中摇 G———增益矩阵

根据 LQR 理论,最小化性能指标式(25),最优

控制增益矩阵可以表示为

G = R - 1BT
oP (27)

其中 P 为矩阵黎卡提代数方程式的解,即
PAo + AT

oP +Q - PBR - 1BT
oP = 0 (28)

3摇 数值仿真

假设动平台中心点绕点( - 0郾 02, 0)作圆周运

动,圆周运动半径为 0郾 04 m,则动平台运动轨迹为

XP = 0郾 04cos(10仔t) - 0郾 02
YP = 0郾 04sin(10仔t)
兹 = 仔 /

ì

î

í

ïï

ïï 4
(29)

杆件和动平台的材料为铝合金, 连杆两端的集

中质量为 0郾 2 kg,集中转动惯量为 0郾 000 5 kg·m2,
PZT 制动器和 PZT 传感器参数相同。 每根柔性杆被

划分为 3 个梁单元,3 对 PZT 制动器和 PZT 传感器

对称绑定在 3 根主动杆第 1 个单元的中点处, 杆

件、PZT 制动器和 PZT 传感器参数如表 1 所示。 取

系统前 3 阶模态作为被控模态,加权矩阵 R = I,Q =
103I,I 为 6 伊 6 阶单位矩阵。

表 1摇 构件参数

Tab. 1摇 Link parameters

参数 主动杆 从动杆 PZT 激振器 PZT 传感器

长 / mm 0郾 254 0郾 252 0郾 05 0郾 05

宽 / mm 0郾 027 0郾 025 0郾 01 0郾 01

高 / mm 0郾 012 0郾 01 0郾 002 0郾 002

弹性模量 / MPa 7郾 102 伊104 7郾 102 伊104 1郾 17 伊1011 1郾 17 伊1011

密度 / kg·m - 3 2 712 2 712 - -

压电常数 - - 2郾 0 伊 10 - 10 2郾 0 伊 10 - 10

摇 摇 仿真结果如图 3 ~ 8 所示。 其中图 3 ~ 5 是动平

台弹性位移和弹性转角在无控制和有控制下的响

应,图 6 ~ 8 是 3 根主动杆上制动器在不同控制策略

下所需施加的控制电压。 从图 3 ~ 8 可以发现应变

速度反馈控制和最优状态反馈控制都能有效地抑制

系统的残余振动。 而且最优状态反馈在较低的控制

电压下能取得更好的控制效果(相对应变速度反

馈)。 尽管通过系统固有阻尼也能减弱残余振动,
但是那种减弱是有限的,而且要花费很长的时间。
而采用应变速度反馈控制和最优状态反馈控制能在

较短的时间内抑制系统的残余振动,使其在一个小

的范围内波动。
表 2 反映了在有和无控制的情况下动平台弹性

振动幅值小于 10 - 5、10 - 6 m 所需的时间。 由表 2 可

知,使动平台 X 方向弹性振动幅值小于 10 - 5 m,应
变速度反馈控制和最优状态反馈控制所需时间分别

图 3摇 动平台沿 X 方向的弹性变形响应

Fig. 3摇 Elastic displacement of moving platform in
X鄄direction

摇

图 4摇 动平台沿 Y 方向的弹性变形响应

Fig. 4摇 Elastic displacement of moving platform in
Y鄄direction

摇

图 5摇 动平台的弹性转角响应

Fig. 5摇 Elastic angle of moving platform
摇

图 6摇 主动杆 1 上的控制电压

Fig. 6摇 Control voltage of active link 1
摇

是系统无控制所需时间的 40郾 2%和 12郾 5% ;使动平

台 Y 方向的弹性振动幅值小于 10 - 5 m,应变速度反

馈控制和最优状态反馈控制所需时间分别是系统无

控制所需时间的 41郾 3%和 30郾 0% ;使动平台弹性转
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图 7摇 主动杆 2 上的控制电压

Fig. 7摇 Control voltage of active link 2
摇

图 8摇 主动杆 3 上的控制电压

Fig. 8摇 Control voltage of active link 3
摇

角幅值小于 10 - 5 rad,应变速度反馈控制和最优状

态反馈控制所需时间分别是系统无控制所需时间的

38郾 2%和 29郾 9% 。
从图 6 ~ 8 可以发现,随着残余振动的衰减,所

需施加给 PZT 制动器的控制电压也变得越来越小。
最优控制所需的电压要小于应变速度反馈控制所需

摇 摇

表 2摇 时间统计

Tab. 2摇 Time statistics s

控制方式
X 方向幅值 / m Y 方向幅值 / m 弹性转角幅 / rad

< 10 - 5 < 10 - 6 < 10 - 5 < 10 - 6 < 10 - 5 < 10 - 6

无控制摇 0郾 296 0郾 511 0郾 403 > 0郾 6 0郾 437 > 0郾 6

应变速度

反馈控制
0郾 119 0郾 212 0郾 167 0郾 297 0郾 167 0郾 299

最优状态

反馈控制
0郾 037 0郾 132 0郾 121 0郾 215 0郾 131 0郾 225

的电压。 采用应变速度反馈控制,3 个制动器所需

最大绝对电压分别是 106郾 5、300郾 2、169郾 7 V。 而采

用最优状态反馈控制,3 个制动器所需最大绝对电

压分别是 131郾 4、97郾 7、44郾 7 V。

4摇 结束语

建立了带压电制动器和传感器的平面 3 RRR
柔性并联机器人系统的运动学方程。 基于模态理

论,把物理空间下描述的高阶运动方程转换到模态

空间下的低阶方程。 并基于低阶模态方程分别设计

了应变速度反馈控制器和最优状态反馈控制器。 通

过数值仿真,得出两种控制器都能有效地抑制系统

的残余振动。 相对于无控制的原始系统,使系统的

振动幅值小于 10 - 5 m,应变速度反馈控制需要的时

间减少了 60% ,而最优状态反馈控制所需的时间减

少了 70% 。 相对应变速度反馈控制,最优状态反馈

控制在更低的控制电压下能取得更好的控制效果。
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