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考虑安装误差的摆线齿准双曲面齿轮轮齿接触分析
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　　【摘要】　基于双刀头（ｔｗｏｐａｒｔｃｕｔｔｅｒｈｅａｄ）分体式刀盘，采用面滚式切制方法加工摆线齿准双曲面齿轮，依据

其加工展成原理建立了数学模型，并在考虑安装误差的情况下进行了轮齿接触分析（ＴＣＡ），得出了安装误差对其

啮合性能的影响。在满足传动性能要求的情况下，设计了轮坯参数和机床加工参数。以一对摆线齿准双曲面齿轮

为例，分析了各个安装误差对其啮合性能的影响。
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　　引言

准双曲面齿轮由于具有承载能力高、传动平稳、

噪声小、结构紧凑等优点，在汽车后桥上得到越来越

多的使用，摆线齿准双曲面齿轮在国内应用较少。

摆线齿准双曲面齿轮采用等高齿制，因此在理论上

可以将大小轮刀盘切削面做成一样，采用间接展成

法加工出完全共轭的轮齿，同时为了克服制造及安

装的不可调性，采用相应的方法将大小轮齿面进行

修形形成局部共轭接触。相比弧线齿准双曲面齿

轮，摆线齿准双曲面齿轮在轮齿啮合过程中具有更

长的啮合线，因此在传动过程具有更好的平稳性及

更低的传动噪声；另外，不同于弧线齿准双曲面齿轮

采用的间歇分齿加工，摆线齿准双曲面齿轮采用连

续分齿且粗切及精切在一个切齿循环中完成，因而

具有更高的加工效率
［１］
。

摆线齿准双曲面齿轮凭借其优越的啮合传动性

能、高效的切削加工效率以及偏置布局能够有效降

低底盘高度等特性，在国内得到越来越广泛的应用。

但国内的研究总体还处于起步阶段。



文献［２］给出了克里贝格准双曲面齿轮的数学
模型，文献［３］在建立数学模型的基础上分析了齿
轮副接触应力，文献［４］研究了基于面铣式（ｆａｃｅ
ｍｉｌｌｉｎｇ）切制方法的螺旋锥齿轮设计仿真以及接触
分析。但关于面滚式（ｆａｃｅｈｏｂｂｉｎｇ）切制方法的分
析文献则较少，考虑安装误差的摆线齿准双曲面齿

轮齿面接触分析，尚未见文献报道。

本文分析基于双刀头（ｔｗｏｐａｒｔｃｕｔｔｅｒｈｅａｄ）分
体式刀盘，采用面滚式切制方法加工摆线齿准双曲

面齿轮的基本原理，依据其加工展成原理建立一对

摆线齿准双曲面齿轮的数学模型，并在考虑安装误

差的情况下进行轮齿接触分析（ＴＣＡ），得出安装误
差对其啮合性能的影响。

１　摆线形成原理

摆线齿准双曲面齿轮铣齿加工是按照“假想平

面齿轮”（冠轮，也称作平面产形轮）原理进行设计

的。为了在滚齿加工过程中形成需求的长幅外摆线

（简称摆线），假设端铣刀盘上装有 ｚ０组刀齿，则每
组刀齿至少有外刀 Ａ和内刀 Ｉ两个刀齿，分别用于
加工齿的凹面和凸面。刀盘与冠轮的相对运动可以

视为刀盘上一滚筒绕冠轮上基圆作纯滚动。刀盘上

的内外刀刃在冠轮的分度平面上形成长幅外摆线齿

线。当刀盘转过一组刀齿时，轮坯和产形轮则转过

一个齿，加工出齿槽的凹凸两面。

如图１所示，当摆线齿准双曲面齿轮滚齿时，刀
盘的旋转运动和工件的旋转运动以一定的传动比配

合起来，刀盘刀刃在轮坯上形成长幅外摆线的齿线

形状
［５］
，并使轮坯得到一定齿数间的连续分度，该

方法称连续分度双面法，又称端面滚齿法。

图 １　长幅外摆线形成原理示意图

Ｆｉｇ．１　Ｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｃｙｃｌｏｉｄ
　

２　轮齿加工原理

２１　端面滚齿刀方程
按 Ｃｙｃｌｏｐａｌｌｏｉｄ方法用多头刀盘加工齿轮，刀

盘采用双层结构，由内切刀盘和外切刀盘两部分组

成，内切刀盘上的内切刃用来切削齿轮的凸齿面，外

切刀盘上的外切刃用来切削齿轮的凹齿面，外刀片

的中心点为 ＯＡ，内刀片的中心点为 ＯＩ，两刀盘的回
转轴线不重合。左旋刀盘坐标系如图２所示。

图 ２　左旋刀盘坐标系

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｓｆｏｒｌｅｆｔｈａｎｄｅｄｄｕａｌ

ｃｕｔｔｅｒｈｅａｄｓｏｆｃｙｃｌｏｐａｌｌｏｉｄｍｅｔｈｏｄ
　
展成过程中，内刀与外刀以相同的速度分别绕

各自旋转轴运动。在实际应用中，内刀半径 ｒ０Ｉ一般
取为刀具名义半径，通过调整外刀半径 ｒ０Ａ来改变凹
面纵向曲率，从而得到理想的齿面接触椭圆。其它

的刀具参数包括刀具齿形角 α０、刀具偏置角 δ０、刀
头组数 ｚ０。Ｓｍ、Ｓｔ分别为与切削刃和刀头固连的坐
标系，Ｓｎ、Ｓｐ为辅助坐标系。刀刃上任意一点 Ｐ在 Ｓｔ
坐标系中矢量方程为

ｒｔ（ｕ）＝ＭｔｐＭｐｎＭｎｍｒｍ（ｕ） （１）
其中
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
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式中　βｉｋ———刀具初始角　　ｕ———刀具参数
变换矩阵中的下标 ｋ代表 Ｉ和 Ａ，分别表示内

刀和外刀。

２２　假想产形轮
假想产形轮通常用来解释锥齿轮的加工过程，
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是由刀刃的运动轨迹形成的虚拟齿轮
［６］
。即在切

齿过程中，假设假想平面齿轮与被切齿轮做无间隙

啮合，整个齿轮的切削过程就如同一对锥齿轮进行

啮合的过程，刀盘的切削面与被加工出的轮齿曲面

是一对完全共轭的曲面。

图３为产形轮形成坐标系。Ｓｄ为与产形轮固连
的坐标系，Ｓｂ、Ｓｃ为辅助坐标系。点 Ｑ是刀倾机构

图 ３　产形轮形成坐标系

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｂｅｔｗｅｅｎｃｕｔｔｅｒ

ｈｅａｄａｎｄｉｍａｇｉｎａｒｙｇｅｎｅｒａｔｉｎｇｇｅａｒ
　
在切削平面上的中心点。产形轮方程为

ｒｄ（ｕ，β，ｃ１）＝Ｍｄｃ（ｃ１）ＭｃｂＭｂｔ（β）ｒｔ（ｕ） （６）
其中

Ｍｂｔ（β）＝

ｃｏｓβ －ｓｉｎβ ０ Ｅｘｚｃｏｓφｅ
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Ｍｃｂ＝

－ｓｉｎｊ －ｃｏｓｊ０ ＳＲ
ｃｏｓｊ －ｓｉｎｊ ０ ０
０ ０ １ ０













０ ０ ０ １

（８）

Ｍｄｃ（ｃ１）＝

ｃｏｓ（θｃ－ｃ１） ｓｉｎ（θｃ－ｃ１） ０ ０

－ｓｉｎ（θｃ－ｃ１） ｃｏｓ（θｃ－ｃ１） ０ ０

０ ０ １ ０













０ ０ ０ １

（９）
式中　β———刀具转角　　Ｅｘｚ———刀具偏心距

φｅ———刀具定位角　　ＳＲ———摇台径向距离
ｊ———刀转角　　θｃ———摇台初始转角
ｃ１———摇台转角

ｃ１与刀具转角的关系为

ｃ１＝
ｚ０
ｚｐ
β （１０）

式中　ｚｐ———产形轮齿数
２３　准双曲面齿轮齿面方程

在展成过程中，轮坯与产形轮滚切形成摆线齿

准双曲面齿轮。图 ４为齿面展成坐标系，Ｓ１为与被
加工齿轮固连的坐标系，Ｓｅ、Ｓｆ、Ｓｇ为辅助坐标系。
齿面方程为

图 ４　齿面展成坐标系

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｂｅｔｗｅｅｎｇｅｎｅｒａｔｉｎｇ

ｇｅａｒａｎｄｗｏｒｋｇｅａｒ
　
ｒ１（ｕ，β，ｃ２，２）＝Ｍ１ｇ（１）ＭｇｆＭｆｅＭｅｄ（ｃ２）ｒｄ（ｕ，β）

（１１）
其中

Ｍｅｄ（ｃ２）＝

ｃｏｓｃ２ ｓｉｎｃ２ ０ ０
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０ ０ １ ０
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







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

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Ｍｆｅ＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ Ｅｍ
０ ０ １ －ΔＢ













０ ０ ０ １

（１３）

Ｍｇｆ＝

ｃｏｓγｍ ０ ｓｉｎγｍ －ΔＡ

０ １ ０ ０
－ｓｉｎγｍ ０ ｃｏｓγｍ ０













０ ０ ０ １

（１４）

Ｍ１ｇ（１）＝

１ ０ ０ ０
０ ｃｏｓ１ －ｓｉｎ１ ０

０ ｓｉｎ１ ｃｏｓ１ ０













０ ０ ０ １

（１５）

式中　Ｅｍ———机床垂直偏置距
ΔＢ———滑座进给量　　ｃ２———摇台从动转角
ΔＡ———机器中心到后座行程
γｍ———机床根锥角 １———被加工齿轮转角

摇台从动转角 ｃ２与被加工齿轮转角 １之间的
关系为

ｃ２＝
ｚ
ｚｐ
１ （１６）

在产形轮与轮坯的啮合过程中，在 Ｓ１坐标系下
有啮合方程

ｆ１（ｕ，β，１）＝ｎ１ｖ
（ｍ１）
１ ＝ｎ (１ ·１ ｒ１ )

１
＝０（１７）

式中　ｖ（ｍ１）１ ———切削刃与被加工齿轮在坐标系 Ｓ１中
的相对速度

ｎ１———齿面单位法矢
根据式（１）～（１７）可求解出齿面方程。再过齿
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轮轴截面做旋转投影面，对齿面进行网格划分，得到

齿面仿真模型。

３　齿面接触分析

图５为齿轮副啮合坐标系，Ｓ１和 Ｓ２分别是小轮

和大轮的动坐标系，Ｓｓ为轮齿啮合坐标系，Ｈ为轴向
装配距离，Σ为轴交角，Ｖ为小轮偏置距。

图 ５　齿轮副啮合坐标系

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｆｏｒａｓｓｅｍｂｌｙｏｆｇｅａｒｐａｉｒ
　
在啮合坐标系 Ｓｓ中，两啮合齿面 Σ１、Σ２的位置

矢量、单位法向矢量分别为

ｒ（１）ｓ （ｕ
（１）
，β（１），（１）１ ，φ１）＝

　　ＭｓｒＭｒｑＭｑｐＭｐ１ｒ１（ｕ
（１）
，β（１），（１）１ ）

ｒ（２）ｓ （ｕ
（２）
，β（２），（２）１ ，φ２）＝

　　Ｍｓ２ｒ２（ｕ
（２）
，β（２），（２）１













）

（１８）

ｎ（１）ｓ （ｕ
（１）
，β（１），（１）１ ，φ１）＝

　　ＬｓｒＬｒｑＬｑｐＬｐ１ｎ１（ｕ
（１）
，β（１），（１）１ ）

ｎ（２）ｓ （ｕ
（２）
，β（２），（２）１ ，φ２）＝

　　Ｌｓ２ｎ２（ｕ
（２）
，β（２），（２）１













）

（１９）

式中　ｕ（１）、β（１）、（１）１ ———小轮齿面参数

ｕ（２）、β（２）、（２）１ ———大轮齿面参数
φ１———小轮啮合转角
φ２———大轮啮合转角
Ｍｉｊ———坐标系变换矩阵

Ｌｉｊ———Ｍｉｊ去掉最后一行和最后一列的旋转
矩阵

由图 ６所示，根据啮合原理，在轮齿啮合过程
中，两齿面连续相切接触。因此，在固定坐标系 Ｓｓ
中，任意时刻两齿面都有公共接触点，且公共接触点

处都有公法线，即 ＴＣＡ基本方程组［７］
为

ｒ（１）ｓ （ｕ
（１）
，β（１），（１）１ ，φ１）＝

　　ｒ（２）ｓ （ｕ
（２）
，β（２），（２）１ ，φ２）

ｎ（１）ｓ （ｕ
（１）
，β（１），（１）１ ，φ１）＝

　　ｎ（２）ｓ （ｕ
（２）
，β（２），（２）１ ，φ２













）

（２０）

由于｜ｎ（１）ｓ ｜＝｜ｎ
（２）
ｓ ｜＝１，故由方程组（２０）可得

图 ６　齿面相切接触示意图

Ｆｉｇ．６　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｔｏｏｔｈｔａｎｇｅｎｔ
　
到５个方程，加上两齿面加工时的２个啮合方程，共
有独立的标量。而未知量有 ｕ（１）、ｕ（２）、β（１）、β（２）、
（１）１ 、

（２）
１ 、φ１、φ２共８个。此时，可取φ１为输入量，求

解 ｕ（１）、ｕ（２）、β（１）、β（２）、（１）１ 、
（２）
１ 、φ２，从而得到两齿

面的一个接触点。然后以一定步长改变 φ１的值，继
续求解，直至求出的接触点超出齿面的有效边界。

这些求得的齿面瞬时接触点就构成了齿面接触路

径，同时也能得到齿面的传动误差为

ｅ（φ１）＝φ２－φ２０－
ｚ１
ｚ２
（φ１－φ１０） （２１）

式中　φ１０、φ２０———齿面１和齿面２啮合时初始转角
ｚ１、ｚ２———齿轮１和齿轮２的齿数

当给定齿面的弹性变形量 ｄ≤０００６３５ｍｍ［８］

时，在每个接触点处又可以求出瞬时接触椭圆的大

小和方向，这一系列的接触椭圆就构成了齿面接触

印痕。

４　算例

建立分体刀盘面滚式切制法的准双曲面齿轮数

学模型，其主要设计及加工参数见表１、２，其它齿轮

表 １　准双曲面齿轮轮坯参数

Ｔａｂ．１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｗｈｅｅｌｂｌａｎｋ

参数

小齿轮 大齿轮

凸面

（Ｉ）

凹面

（Ａ）

凸面

（Ｉ）

凹面

（Ａ）

轴交角 Σ／（°） ９０ ９０

偏置距 Ｖ／ｍｍ ４０ ４０

齿轮名义模数／ｍｍ ６０６５ ６０６５

齿轮名义半径 ｒｍ／ｍｍ ４９６９２ １７１５７５

平均螺旋角 βｍ／（°） ４２９２２（左旋） ３０（右旋）

轴向安装距 Ｈ／ｍｍ １６５７０ ８３３１

齿轮齿数 ｚ １２ ４９

节锥角 δ／（°） １８２０６ ７１３５４

齿宽 Ｆ／ｍｍ ６５ ６０

产形轮齿数 ｚｐ ５００３３１７３

６１２ 农　业　机　械　学　报　　　　　　　　　　　　　　　　　２０１２年



表 ２　齿轮副加工参数

Ｔａｂ．２　Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

参数

小齿轮 大齿轮

凸面

（Ｉ）

凹面

（Ａ）

凸面

（Ｉ）

凹面

（Ａ）

刀具组数 ｚ０ ５

刀尖半径 ｒ０ｋ／ｍｍ １３５ １３５３９ １３５ １３５４６

刀具齿形角 α０ｋ／（°） ２１ －１９ １９ －２１

刀具偏置角 δ０ｋ／（°） －６４ －６４２９ ６４ ６４２６５

刀具初始角 βｉｋ／（°） ０ －４８ ０ ４８

刀具偏心距 Ｅｘｚ／ｍｍ ０ ３８７２ ０ ３３１１

刀具定位角 φｅ／（°） ０ １６０２９ ０ －１６０９０

刀转角 ｊ／（°） ２０５０９７ １５９４９０３

摇台径向距离 ＳＲ／ｍｍ １７２０３８ １７２０３８

摇台初始角 θｃ／（°） ５６９８２９ －４４０６１１

机床垂直偏距 Ｅｍ／ｍｍ ３５６９７ ４１１５

机床中心到后座行程 ΔＡ／ｍｍ １５７２８ －１０９８２

滑座进给量 ΔＢ／ｍｍ －３０３４ ８５２６

机床根锥角 γｍ／（°） １８２０５８ ７１３５３５

基本参数可参考文献［９］。
仿真得小轮三维模型如图 ７所示，大轮三维模

型如图８所示，齿轮三维啮合模型如图９所示。

图 ７　小轮三维模型

Ｆｉｇ．７　３Ｄｍｏｄｅｌｆｏｒｐｉｎｉｏｎ
　

图 ８　大轮三维模型

Ｆｉｇ．８　３Ｄｍｏｄｅｌｆｏｒｇｅａｒ
　
根据 ＬｉｔｖｉｎＦＬ的研究［７，１０～１１］

，对称抛物线型的

传动误差曲线能够有效吸收弧齿锥齿轮传动过程中

的线性误差，从而降低传动过程中的振动与噪声。

通过局部综合法
［１２］
调整切入摇台角和内、外刀盘的

回转中心偏距等设计加工参数，可以得到理想的接

触椭圆和传动误差曲线。本例中的摆线齿准双曲面

齿轮副 ＴＣＡ仿真结果如图 １０所示，齿面接触印痕
处于齿面中部，传动误差呈对称特性，能够满足设计

所需的啮合传动性能。

图 ９　齿轮副啮合三维模型

Ｆｉｇ．９　３Ｄｍｏｄｅｌｓｆｏｒａｓｓｅｍｂｌｙｏｆｇｅａｒｐａｉｒ
　

图 １０　轮齿接触分析结果

Ｆｉｇ．１０　ＲｅｓｕｌｔｓｏｆＴＣＡ
（ａ）大轮凸面　（ｂ）大轮凹面

　

５　考虑安装误差的啮合性能

在工程实际应用中，由于加工误差、安装误差、

支撑变形等，准双曲面齿轮副的啮合位置不可能达

到理想状态，总会存在一定的误差。这种误差会影

响齿轮啮合性能，导致齿面接触不良，振动，传动平

稳性降低。而安装误差又是影响准双曲面齿轮啮合

性能的关键因素。分别选取轴交角误差、轴向误差

和中心偏置距误差，研究安装误差对啮合性能的影

响。

图 １１　考虑轴交角误差的接触分析结果

Ｆｉｇ．１１　Ｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｓｈａｆｔａｎｇｌｅｍｉｓａｌｉｇｎｍｅｎｔ
（ａ）大轮凸面　（ｂ）大轮凹面

图１１是轴交角误差 ΔΣ＝－００５°时的接触印
痕和传动误差曲线。

图１２是轴向安装误差 ΔＨ＝－０１ｍｍ时的接
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触印痕和传动误差曲线。

图 １２　考虑轴向误差的接触分析结果

Ｆｉｇ．１２　Ｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈａｘｉａｌｓｅｔｔｉｎｇｍｉｓａｌｉｇｎｍｅｎｔ
（ａ）大轮凸面　（ｂ）大轮凹面

　
图１３是中心偏置距安装误差 ΔＶ＝０１ｍｍ时

的接触印痕和传动误差曲线。

图１１～１３表明，安装误差为正值时，接触印痕
偏向大轮大端，负值时接触印痕偏向大轮小端。且

轴交角安装误差对其啮合性能（接触印痕和传动误

差）的影响大于其他安装误差项对啮合性能的影

响，但与一般直齿锥齿轮相比摆线齿准双曲面齿轮

啮合性能对安装误差敏感性较低。由此可见，摆线

齿准双曲面齿轮对安装误差起到了较好的吸收作

用。

图 １３　考虑中心偏置距误差的接触分析结果

Ｆｉｇ．１３　Ｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｏｆｆｓｅｔｍｉｓａｌｉｇｎｍｅｎｔ
（ａ）大轮凸面　（ｂ）大轮凹面

　

６　结论

（１）通过对面滚式切制法的分体式刀盘、成型
加工原理和参数的研究，准确地建立了摆线齿准双

曲面大小轮的数学模型。

（２）提出考虑安装误差的摆线齿准双曲面齿轮
齿面接触分析，通过调整外刀半径来改变凹面纵向

曲率，从而得到理想的接触椭圆。

（３）摆线齿准双曲面齿轮对安装误差敏感性较
低，可以通过控制安装误差，从而有效改善啮合轨迹

位置和传动质量。
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