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　　【摘要】　建立了齿轮系统轮齿啮合过程动力学分析模型，推导了综合考虑时变啮合刚度、齿面磨损、齿形误差

和安装误差的齿轮动态微分方程，提出了齿轮传动系统动载荷谱的分析方法，研究了齿轮系统载荷谱的时域特性、

频域特性和时频特性，并将数值仿真结果与实验结果进行比较，结果表明：该数值仿真模型和实验结果相吻合。
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　　引言

齿轮传动广泛应用于各种机械产品中
［１］
，其

性能和质量直接影响到整机产品的技术经济指

标
［２～５］

。齿轮的动载荷和固有频率直接影响到齿

轮传动过程的动态性能，工作时为防止系统共振

的发生，应使齿轮工作频率远离固有频率
［６～９］

，因

此，为了避免系统工作时发生共振和出现有害振

型，需要对齿轮传动系统进行动载荷谱分析，找出

齿轮的薄弱环节。以往齿轮动力学模型研究中均

忽略了齿轮表面客观存在的摩擦磨损，且齿轮制

造及安装误差等内部激励对动特性的影响也缺乏

研究
［１０～１２］

，使所求结果与实际情况有一定的偏

差。本文推导齿轮系统轮齿啮合过程的动力学方

程，研究齿轮传动系统动载荷谱分析方法，得到齿

轮系统的时域分布、频域分布和时频分布，揭示齿

轮系统的动态行为，为齿轮的结构设计和动态优

化提供依据。

１　轮齿啮合过程的动力学分析模型

在啮合线上将一对直齿圆柱齿轮传动等效为质

量 弹簧模型，如图 １所示，图中 ｒ１、ｒ２、ｍ１、ｍ２分别
为主、从动轮的基圆半径和等效质量，ｃｘｉ、ｃｙｉ、ｋｘｉ、ｋｙｉ
分别为轮齿的阻尼和刚度，Ｊｉ为转动惯量，ｉ＝１，２，
ｉ＝１为主动轮，ｉ＝２为从动轮。综合考虑了微量磨
损后，齿轮传动系统的动力学模型为
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式中　Ｆｘｉ、Ｆｙｉ———振动位移产生的惯性力
Ｗｘｉ、Ｗｙｉ———离心惯性力
Ｆ１———齿面载荷
Ｆｆ———齿面间的摩擦力
ｃｍ———齿轮副综合阻尼
ｋｍ———齿轮副综合刚度
θ１、θ２———两齿轮的角位移

η＝１为主动轮，η＝－１为从动轮。

图 １　齿轮传动系统动力学模型
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由于两个齿轮的齿面载荷即齿轮啮合力是一对

作用在节点上的等值反向力，故只需求得主动轮的

载荷谱即可。对方程进行整理，得出所有力、力矩参

数，齿轮１的齿面载荷和两齿轮齿面间的摩擦力为
Ｆ１＝Ｆｋ＋Ｆｃ
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式中　ζ———齿轮摩擦方向系数，Ｆｆ沿 ｘ正方向取
１，沿 ｘ负方向取 －１

ｆ———摩擦因数
轮齿间的弹性啮合力为
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式中　ｅ１、ｅ２———两齿轮质量偏心量

λ———齿轮编号，λ＝１为主动轮，λ＝２为从
动轮

Ｑｉ———接触线上的第 ｉ个点
ｅλ（Ｑｉ）———轮齿误差
ｄλ（Ｑｉ）———安装误差

ｈＮλ（Ｑｉ）———Ｎ次循环后两齿轮齿面磨损量
两齿轮轮齿间的粘性啮合力为
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齿轮在旋转过程中将产生离心力，主、从动齿轮

在 ｘ、ｙ方向上的离心惯性力分别为
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振动位移产生的惯性力为
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将式（２）～（６）代入式（１）后的振动微分方程为
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２　齿轮啮合刚度

在齿轮副的连续运转过程中，随着单齿对啮合

和双齿对啮合的交替进行，轮齿的啮合刚度会随时

间周期性变化
［１３］
。且在不同的啮合位置，每一对啮

合轮齿的啮合刚度也不相同。一般时变啮合刚度由

平均啮合刚度和变刚度两部分组成，即

ｋｍ＝ｋ＋ｋａｃｏｓ（ωｅｔ＋φｒ） （８）

其中 ωｅ＝πｚ１ｎ１／３０＝πｚ２ｎ２／３０

式中　ｋａ———变刚度幅值

ωｅ———齿轮幅的啮合圆周频率

ｎｉ———齿轮转速　　ｚｉ———齿轮齿数

φｒ———变刚度初相位，一般取 φｒ＝０
令 ｋ（ｔ）为随时间变化的时变啮合刚度，即

ｋ（ｔ）＝ｋｍ／ｋ＝１＋εｃｏｓ（ωｅｔ＋φｒ） （９）

其中 ε＝ｋａ／ｋ
本文采用有限元法来计算齿轮轮齿的弹性变

形。

２２２ 农　业　机　械　学　报　　　　　　　　　　　　　　　　　２０１２年



３　齿轮啮入与啮出冲击的计算

即使一对理论上无误差的齿轮传动，也会产生

啮入、啮出冲击，这是因为产生啮入、啮出冲击的原

因主要是由于相啮合轮齿之间受载变形后，导致

主、从动齿轮的节距不相等，从而引起线外啮合而

产生的。因此，需要利用有限元法计算轮齿在进入

啮合和退出啮合的瞬间轮齿的受载变形，并与理想啮

合状态进行比较，求出其差值作为误差的输入，并将

其考虑到动力学模型方程（３）中的 ｅλ（Ｑｉ）误差项里。

４　动力学方程的数值解法

采用 Ｇｅａｒ方法求解动力学方程组，它是一个自
适应变步长的数值求解方法，可以自动地选择步长

和相应的变阶，从而达到优化欧拉方法的目的。它

每前进一个步长求解隐式方程组所需要的计算工作

量比较小，不仅可以求解一般的常微分方程初值问

题，而且对刚性常微分方程的数值求解也有很好的

效果，因而采用 Ｇｅａｒ方法求解复杂非线性振动微分
方程组是较有效的。设有二阶微分方程
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式中　ｈ———求解的迭代步长
则求其数值解的 ｋ步迭代格式一般表达形式为
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根据多元函数导数的定义得
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式中　ｆ′ｉ１、ｆ′ｉ２———函数 ｆｉ（ｕ，ｖ）的一阶偏导数
则齿轮系统动力学方程组的数值解法可表示为
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在齿轮动力学模型中，ｘｎ、ｘ
·

ｎ、ｘ
··

ｎ分别为振动的

位移、速度和加速度。

５　齿轮系统的载荷谱

以标准渐开线直齿圆柱齿轮为例，其参数为：模

数 ｍ＝５ｍｍ，齿数 ｚ＝３０，压力角 α＝２０°，齿宽 ｂ＝
１４ｍｍ，传递的扭矩 Ｔ＝１３５０Ｎ·ｍ，角速度 ω＝
３１４ｒａｄ／ｓ，平均啮合刚度 ｋｍ ＝２１１５×１０

１０Ｎ／ｍ２，
通过上述数值解法获得了齿轮传动系统轮齿啮合过

程的载荷谱，并分析了其时域、频域和时频域响应。

５１　载荷谱的时域分析
齿轮系统载荷谱的时域分布如图２所示。从图

中可以清楚地看到单齿啮合区与双齿啮合区，以及

轮齿啮合过程中任意瞬时的动载荷变化情况。

图 ２　齿轮系统载荷谱的时域分布
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图 ３　齿轮系统载荷谱的频域分布

Ｆｉｇ．３　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｌｏａｄ

ｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｇｅａｒｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｓｙｓｔｅｍ

５２　载荷谱的频域分析
对齿轮系统载荷谱的时域分布进行快速傅里叶

变换（ＦＦＴ）可以得到两对啮合齿轮系统的载荷频
谱，如图３所示。从图中可以看出，齿轮的频谱较为
均匀，各频段区分明显，谱线表示的力为变载荷的幅

值，载荷振幅最大的频率在 ０４～１４１ｋＨｚ之间，齿
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轮传动系统的工作环境应避免此频段，防止系统工

作时发生共振。

为了验证本文理论分析模型和数值仿真结果，

在实验室进行了台架实验，由于齿轮运转过程中可

以将整个运行速度区间分成亚临界区、共振区和超

临界区，在亚临界区的 １／２、１／３、１／４、１／５倍固有频
率处可能会出现分频共振现象

［４］
，即位移、动载荷

及噪声会随着转速（频率）的增加而增大，在分频共

振处达到最大值，接着会随着速度的增加而减小，从

图３中也可以看出，除了固有频率外，还有很多分频共
振频率。因此，正是基于这一特点，由于实验台的速度

所限，只测试获得了第一个１／５分频共振频率（即将实
验台的转速由低到高逐渐增加，查看出现最大振动位

移时刻的转速及相应的频率），３次实验测试结果分别
为１５６２、１５４８和１５７９Ｈｚ，数值仿真结果为１５９６Ｈｚ，
由此可见，实验测试结果与数值仿真结果基本一致，验

证了本文所建模型与理论计算的正确性。

５３　载荷谱的时频分析
无论时域分析还是频域分析的对象都是信号。

信号一般是以时间为自变量来表示的，传统的信号

分析方法是通过傅里叶变换，信号也可以分解为不

同频率分量之和的形式，即以频率为自变量来表示。

但传统的傅里叶变换的缺点在于它是一个整体的变

换，即信号要么完全在时域，要么完全在频域，无法

得到频谱随时间的变化情况。为解决这一矛盾，本

文用时间与频率的联合函数来表示信号，将前面所

求得的载荷谱采用短时傅里叶变换（ＳＴＦＴ）和伪
Ｍａｒｇｅｎａｕ Ｈｉｌｌ（ＰＭＨＤ）分布两种方法进行时频变
换，得到齿轮系统载荷谱的时频分布。图 ４为伪
Ｍａｒｇｅｎａｕ Ｈｉｌｌ处理的齿轮载荷谱时频分布，图５为
短时傅里叶变换处理的齿轮载荷谱时频分布。

通过两种时频分析方法的对比可以明确地看

出，两者得出结果基本一致，但分辨率有明显差距。

短时傅里叶变换得到的分辨率要显著低于伪

Ｍａｒｇｅｎａｕ Ｈｉｌｌ处理，但计算过程时间较短。在实
际应用中应根据数据量、响应速度的要求以及硬件

水平的情况加以权衡。

６　结论

（１）提出了齿轮传动系统动载荷谱的分析方
　　

图 ４　采用伪 Ｍａｒｇｅｎａｕ Ｈｉｌｌ处理的齿轮系统

载荷谱的时频分布

Ｆｉｇ．４　Ｔｉｍｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｌｏａｄｓｐｅｃｔｒｕｍ

ｏｆｇｅａｒｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｓｙｓｔｅｍｏｎｔｈｅｂａｓｉｓｏｆＰＭＨＤｍｏｄｅｌ
　

图 ５　采用短时傅里叶变换处理的齿轮系统

载荷谱的时频分布

Ｆｉｇ．５　Ｔｉｍｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｌｏａｄｓｐｅｃｔｒｕｍ

ｏｆｇｅａｒｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｓｙｓｔｅｍｏｎｔｈｅｂａｓｉｓｏｆＳＴＦＴｍｏｄｅｌ
　
法，将齿轮的磨损、加工误差和安装误差等效为啮合

线上的基节误差，建立了齿轮系统基于轮齿啮合过

程的动力学分析模型，该模型能够真实地反映出齿

轮啮合过程中轮齿受载状况，研究了齿轮系统动载

荷谱的时域特性、频域特性和时频特性。

（２）通过齿轮载荷谱的时域分析，可以获得轮
齿啮合过程中单、双齿啮合区任一瞬时的动载荷，从

而可以作为输入用于考虑动载荷情况下的齿轮油膜

厚度、接触强度、弯曲强度和齿面温度的精确计算。

在齿轮载荷谱的频域分析中，可以直观地确定齿轮

的各阶固有频率并发现薄弱环节，从而可以避免系

统工作时发生共振和出现有害振型。

（３）采用短时傅里叶变换与伪 Ｍａｒｇｅｎａｕ Ｈｉｌｌ
分布两种方法进行载荷谱的时频转换，得到了齿轮

系统载荷谱的时域 频域联合分布，两种不同时频分

析方法所得结果基本一致，但分辨率不同，伪

Ｍａｒｇｅｎａｕ Ｈｉｌｌ分布方法的分辨率较高，比较适宜
齿轮传动系统的动载荷谱分析。
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