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　　【摘要】　针对精密柔性机构多自由度高精度运动的需求，以传统 Ｄｅｌｔａ并联机构为基础，设计了一种采用压电

陶瓷驱动方式的空间柔性并联机构，基于伪刚体模型进行运动学分析。将从动臂质量分布作简化处理并主要考虑

结构中柔性铰链的弹性应变能，利用拉格朗日方程建立动力学弹性振动微分方程，得到其固有频率表达式，并结合

实际结构参数得到了相应的理论结果。３个主要运动方向的三阶固有频率的试验结果和理论分析结果误差分别

为：１２７１％、１２１４％和 １４９０％，有限元仿真结果和试验结果误差分别为：６２０％、５６６％和 １０２８％，表明理论分

析时所作的简化处理合理，得到的动力学数学模型有效、可信。
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　　引言

柔性并联机构主要依靠柔性铰链的变形来产生

运动输出，虽然其末端工作范围较小，但结构简洁、

紧凑且无传动空程、无摩擦
［１］
，因而在超精密加工

和微纳米操作等研究领域得到了广泛的应用，但已

知的该类型机构中大多采用平面的结构形式
［２～５］

。

随着微纳米技术的快速发展，可实现多个自由度尤

其是具有空间构型形式的纳米级柔性并联精密定位

机构的构型设计及其相关性能研究正逐渐引起各国



专家和研究机构的重视
［６～８］

。作为微纳米技术的一

个重要分支，纳米压印技术及其设备的开发和优化

在我国的发展始于卢秉恒院士率先开展的“微压印

技术”研究，但到目前为至也只有为数不多的几个

科研院所在该项技术的相关领域开展了相对深入的

工作
［９～１０］

，与国际水平还存在一定的差距。基于新

型构型形式和驱动方式的精密定位系统研究，是纳

米压印装备中的重要研究内容，对于促进 ＩＣ加工技
术的发展具有一定的理论意义和工程实用价值。此

外，柔性机构的动力学分析对其机构设计、控制以及

性能优化具有一定的意义，尤其在涉及高频控制情

况时，动力学特性对机构性能的影响更为突出
［１１］
。

因此，本文提出基于压电陶瓷驱动的柔性并联

机构实现纳米压印过程中的精密定位，采用拉格朗

日方程
［１２］
方法进行动力学分析，建立其振动微分方

程，得到其固有频率求解关系式，并分别进行有限元

模态仿真和固有频率试验，验证所建数学模型的有

效性。

１　逆运动学分析

图１为空间并联柔性机构样机，它是以 Ｔｓａｉ等
提出的改进 Ｄｅｌｔａ机构［１３］

为基础设计而来的，由基

座、动平台和３个沿圆周等间隔均匀分布的独立柔
性支链构成。

图 １　空间柔性并联机构

Ｆｉｇ．１　Ｓｐａｔｉａｌｃｏｍｐｌｉａｎｔｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
取出其中一个支链，将单自由度柔性铰链等效

为线性扭簧和转动铰链，连杆等效为刚性杆，建立其

伪刚体模型（图 ２）。参照文献［１４］，将参考坐标系
Ｏｘ０ｙ０ｚ０的坐标原点 Ｏ设置于基座的中心处，ｚ轴平
行于基座平面法线方向并指向动平台，ｘ轴指向
ＯＡ１，ｙ轴方向由右手坐标系确定。动平台的中心为
Ｐ，基座和动平台半径分别为 ｒｂ、ｒｔ，主动臂长度为

Ｌ１，从动臂平行四边形机构长度ＣｉＤｉ为 Ｌ２，横梁半长

ＢｉＣｉ为 Ｌｄ，γｉ为驱动臂与参考坐标系 ｚ轴的夹角，从
动杆转角为 βｉ。在各关节处建立局部坐标系，各坐
标系的 ｚ轴均与该处转动铰链的转轴方向平行，各
铰链绕局部坐标系 ｚ轴的相对转动表示为 θｉｋ，ｋ－１

（ｋ＝１，２，…，５）。根据坐标变换建立上述各坐标系
间的矩阵转换关系为

Ｒ１０＝ｒ１０ＲγｉＵ１Ｒαｉ　Ｒ２１＝ｒ２１ＲβｉＲγｉＵ２　Ｒ３２＝ｒ３２Ｕ１
Ｒ４３＝ｒ４３Ｕ２　Ｒ５４＝ｒ５４ＲβｉＵ３（ｉ＝１，２，３）

Ｒｋ０＝∏
ｋ

ｓ＝１
Ｒｋ－ｓ＋１，ｋ－ｓ（ｋ＝１，２，…，５）

其中

ｒｋ，ｋ－１＝

ｃｏｓθｋ，ｋ－１ ｓｉｎθｋ，ｋ－１ ０

－ｓｉｎθｋ，ｋ－１ ｃｏｓθｋ，ｋ－１ ０








０ ０ １

式中　Ｒαｉ、Ｒβｉ、Ｒγｉ———关于 αｉ、βｉ、γｉ的变换矩阵
ｒｋ，ｋ－１———变换矩阵
Ｕ１、Ｕ２、Ｕ３———常数矩阵

图 ２　伪刚体模型及坐标系设置示意图

Ｆｉｇ．２　ＰＲＢｍｏｄｅｌａｎｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ
　
由于机构只具有３个沿坐标轴方向的移动自由

度，在机构的变形过程中，动平台与基座之间没有相

对的转动，因此局部坐标系 Ｐｘｐｙｐｚｐ与参考坐标系
Ｏｘ０ｙ０ｚ０之间的旋转变换矩阵应表示为

Ｒ＝Ｉ＝ｄｉａｇ［１ １ １］ （１）
即机构经过时间 ｔ后所呈现的状态与初始状态之间
满足

Ｒ０Ｔ５０Ｒ５０＝Ｉ （２）

其中　Ｒ０５０＝Ｒ（ｚ，π／２＋αｉ）Ｒ（ｙ，π／２）Ｒ（ｚ，π／２）
Ｒ５０＝Ｒ５４Ｒ４３Ｒ３２Ｒ２１Ｒ１０

求解式（２），则可以得到
θｉ５４＝θ

ｉ
２１－θ

ｉ
１０ （３）

将动平台中心点 Ｐ在参考坐标系 Ｏｘ０ｙ０ｚ０中的
位置矢量表示为 Ｐ＝（ｘ，ｙ，ｚ），从图 ２所示单个支链
各杆件之间的形位关系可以得到

Ｐ＝ｒｉ１０＋∑
４

ｋ＝１
ＲＴｋ０ｒ

ｉ
ｋ，ｋ－１＋Ｒ

Ｔ
５０ｒ

ＰＡｉ
５ （４）

式中　ｒｉ１０———基座半径在局部坐标系中的位矢

ｒｉｋ，ｋ－１———杆件在各自局部坐标系中的位矢

ｒＰＡｉ５ ———动平台半径在局部坐标系中的位矢
将式（４）展开并化简，可得到
（ｘ＋Ｅｉｃｏｓαｉ）

２＋（ｙ＋Ｅｉｓｉｎαｉ）
２＋（ｚ＋Ｄｉ）

２＝Ｌ２２
（５）

其中　 Ｅｉ＝－Δｒ－Ｌ１ｓｉｎ（θ
ｉ
１０＋γｉ）
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Ｄｉ＝－Ｌ１ｃｏｓ（θ
ｉ
１０＋γｉ）　Δｒ＝ｒｂ－ｒｔ

令 θｉ＋１，ｉ＝［θ
ｊ
ｉ＋１，ｉ θ

ｊ＋１
ｉ＋１，ｉ θ

ｊ＋２
ｉ＋１，ｉ］（ｉ＝０，１，２；

ｊ＝１），将式（５）关于时间求导，得到

θ
·

１０＝Ｊ
－１
１ Ｊ２Ｐ

·

＝ＪＰ
·

（６）
其中 Ｊ１＝ｄｉａｇ（δ１，δ２，δ３）

Ｊ２＝

ξｘ１ ξｙ１ ξｚ１

ξｘ２ ξｙ２ ξｚ２

ξｘ３ ξｙ３ ξｚ











３

δｉ＝Ｌ１ｚｓｉｎ（θ
ｉ
１０＋γｉ）－Ｈｉｃｏｓ（θ

ｉ
１０＋γｉ）

Ｈｉ＝ｘｃｏｓαｉ＋ｙｓｉｎαｉ＋Δｒ　ξ
ｚ
ｉ＝ｚ＋Ｄｉ

ξｘｉ＝ｘ＋Ｅｉｃｏｓαｉ　ξ
ｙ
ｉ＝ｙ＋Ｅｉｓｉｎαｉ

式中　Ｊ———雅可比矩阵
同理，求解式（５），可以得到其他关节位置处柔

性铰链的转角变化与动平台中心位置之间的关系，

将其分别表示为

θ２１＝ＪｒＰ
·

（７）

θ３２＝ＪｃＰ
·

（８）

式中　Ｊｒ———关于 θ
ｉ
２１的雅可比矩阵

Ｊｃ———关于 θ
ｉ
３２的雅可比矩阵

２　动力学分析

机构的动能包括动平台、主动臂和从动臂动能，

而势能则由上述各部分的重力势能和各柔性铰链发

生弹性变形而产生的应变能组成。

由于动平台具有３个沿坐标轴方向的平动自由
度，因此其具有的动能和势能分别为

Ｔｐ＝
１
２
ｍｐ（ｘ

·２＋ｙ·２＋ｚ·２） （９）

Ｖｐ＝ｍｐｇｚ （１０）
式中　ｍｐ———动平台质量　　ｇ———重力加速度

此柔性机构工作过程中，Ａｉ处柔性铰链发生弯
曲变形使得主动臂产生绕端点 Ａｉ的转动，因此主动
臂具有的动、势能分别为

Ｔａｉ＝
１
２
Ｉｇθ
·ｉ
１０ （１１）

Ｖａｉ＝
１
２
ｍａｇＬ１ｓｉｎθ

ｉ
１０ （１２）

式中　Ｉｇ———主动杆转动惯量
ｍａ———主动杆质量

由于从动平行四边形的运动形式复杂且不易求

解，本文的分析中将其做简化处理，即假设从动平行

四边形的质量集中在与动平台和主动臂末端相连的

两端，这样可以认为从动臂上部端子和下部端子的

运动形式分别与动平台和主动杆保持一致。因此，

从动四边形结构所具有的动、势能为

　Ｔｂｉ＝
１
２
ｍｂ（ｘ

·２＋ｙ·２＋ｚ·２）＋１
２
ｍｂ（Ｌ１θ

·ｉ
１０）

２
（１３）

Ｖｂｉ＝ｍｂｇＬ１ｓｉｎθ
ｉ
１０＋ｍｂｇｚ （１４）

式中　ｍｂ———从动臂１个端子的质量
由于柔性铰链机构主要依靠柔性铰链的弹性变

形来产生运动，因此，在此空间柔性并联机构工作过

程中，柔性支链各关节位置上的柔性铰链发生弯曲

变形而储存应变能为

Ｖｃｉ＝
１
２
（ｋａθ

ｉ２
１０＋ｋｂθ

ｉ２
２１＋４ｋｃθ

ｉ２
３２＋ｋｅθ

ｉ２
５４） （１５）

式中　ｋａ———支链上位置 Ａｉ的柔性铰链转动刚度
ｋｂ———支链上位置 Ｂｉ的柔性铰链转动刚度
ｋｃ———支链上位置 Ｃｉ的柔性铰链转动刚度
ｋｅ———支链上位置 Ｅｉ的柔性铰链转动刚度

基于以上分析，此柔性定位平台的总动能和总

势能为

Ｔ＝Ｔｐ＋∑
３

ｉ＝１
（Ｔａｉ＋Ｔｂｉ） （１６）

Ｖ＝Ｖｐ＋∑
３

ｉ＝１
（Ｖａｉ＋Ｖｂｉ）＋∑

３

ｉ＝１
Ｖｃｉ （１７）

拉格朗日方程表示为

ｄ
ｄ (ｔ Ｔｓ· )

ｉ

－Ｔ
ｓｉ
＋Ｖ
ｓｉ
＝Ｑｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）（１８）

其中 ｓ＝［Δｘ　Δｙ　Δｚ］Ｔ

式中　ｓ———系统广义坐标
Ｑｉ———广义非保守力
ｎ———广义坐标个数

将柔性环节理想化，当柔性并联机构产生自由

振动时，机构中不存在其他形式的非保守力，即

Ｑｉ＝０，另外，考虑到机构实际的工作空间尺寸及柔
性铰链微小的转角变化，为了简化求解过程，将雅可

比矩阵 Ｊ、Ｊｒ和 Ｊｃ视为常数矩阵，因此将式（１０）、
（１７）分别表示为广义坐标、广义速度和时间的函数
后，代入式（１８）得到

Ｍ
Δｘ··

Δｙ··

Δｚ









··

＋Ｋ
Δｘ
Δｙ
Δ









ｚ
＋Ｆｓ＝０ （１９）

其中　 Ｍ＝（ｍｐ＋３ｍｂ）Ｅ＋（Ｉｇ＋ｍｂＬ
２
１）Ｊ

ＴＪ

Ｋ＝ｋａＪ
ＴＪ＋ｋｂＪ

Ｔ
ｒＪｒ＋４ｋｃＪ

Ｔ
ｃＪｃ＋ｋｅ（Ｊｒ－Ｊ）

Ｔ
（Ｊｒ－Ｊ）

(
－

１
２
ｍａ＋ｍ )ｂ ｇＬ１ｓｉｎθ１０ＪＴＪ

式中　Ｍ———系统质量矩阵
Ｋ———系统刚度矩阵
Ｅ———３×３单位对角矩阵
Ｆｓ———与质量有关的关系矩阵

由式（１９），空间柔性并联机构无阻尼弹性振动
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固有频率 ｐ满足
｜Ｋ－ｐ２Ｍ｜＝０ （２０）

结构参数为：α１＝０°、α２＝１２０°、α３＝２４０°、ｒｂ＝
ｒｔ＝２５ｍｍ、Ｌ１ ＝３９２４ｍｍ、Ｌ２ ＝６９９３ｍｍ、Ｌｄ ＝
１６ｍｍ、γｉ＝１４４°、βｉ＝８°。将上述参数代入式（２０）
求解，得到系统相应于 ３个主要运动方向的三阶固
有频率为：５５０５、５５０５和４２３４１Ｈｚ。

３　有限元分析

为了验证所建动力学模型的有效性，运用

ＡＮＳＹＳ进行模态仿真分析，得到如图 ３所示的三阶
模态形式及相应的三阶固有频率。

图 ３　空间柔性并联机构 ３种模态形式

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｒｅｅｍｏｄｅｓｏｆｓｐａｔｉａｌｃｏｍｐｌｉａｎｔｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
（ａ）５１８７Ｈｚ　（ｂ）５１８７Ｈｚ　（ｃ）４０６４１Ｈｚ

　

４　试验

利用 ＳＱｌａｂＩＩ３５１０ＭＭＭＩＩ动态测试系统对空间
柔性并联机构的固有频率进行测试。利用冲击锤对

定位工作台施加冲击力，激励力脉冲曲线如图 ４所
示，空间柔性并联机构的模态时域响应和频率响应

曲线如图５所示。
根据图 ５所示，可读取系统对应 ３个主要运动

方向的三阶固有频率试验结果分别为：４８８４、４９０９
和３６８５Ｈｚ。

３个主要运动方向的三阶固有频率的理论分析
结果和试验结果误差分别为：１２７１％、１２１４％和
１４９０％。有限元仿真结果和试验结果误差分别为：
６２０％、５６６％和 １０２８％，均是可以接受的误差范
　　

图 ４　激励力脉冲曲线

Ｆｉｇ．４　Ｇｒａｐｈｏｆｆｏｒｃｅｉｍｐｕｌｓｅ
　

图 ５　动平台时域响应和频域响应曲线

Ｆｉｇ．５　Ｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓｏｆｔｉｍｅｄｏｍａｉｎａｎｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎ
　
围。这是因为在采用拉格朗日方程方法分析建模过

程中，将从动臂的质量分布方式加以简化，并将动平

台以及铰链之间的连杆视为绝对的刚性体，而忽略

其柔性特性及其发生形变时所储存的弹性应变能，

所以误差相对较大。有限元仿真方法采用能量守恒

原理进行力学分析，更好地保证了其数字模拟的精

度，但同样由于单元类型、网格划分方式、边界条件

设置等不可避免的问题的存在，存在约为 １０％的误
差是可以接受的。

５　结论

（１）基于质量集中方法将一种新型空间柔性并
联机构从动臂简化，应用拉格朗日方程方法建立其

动力学弹性振动微分方程。

（２）构建此类柔性并联机构固有频率的求解表
达式。

（３）有限元仿真、试验和理论计算的结果比较
说明文中采用拉格朗日方法理论建模所进行的简化处

理有一定的合理性，得到的动力学数学模型有效可信。
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