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3 CRPa 移动并联机构运动学分析与仿真*
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摇 摇 揖摘要铱 摇 提出一种新型 3 自由度纯移动并联机构,该机构由动平台、静平台以及联接两平台的 3 条相同的分

支运动链组成。 基于单开链单元理论分析,计算出机构的自由度,分别讨论了以角位移和线性位移为主动输入形

式的机构运动学问题,推导出位置、速度、加速度的解析解。 利用 Matlab 和 Pro / E 软件分别绘制出机构的位移、速
度、加速度理论曲线和虚拟样机仿真曲线,仿真结果证明了理论分析的正确性。 尤其是当以线性输入为主动输入

时,机构的运动雅可比矩阵为单位阵且条件数恒等于 1,所以此时机构在整个工作空间内表现为完全各向同性。
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Abstract

A novel translational parallel mechanism with three degrees of freedom was presented, which
consisted of a moving platform connecting with a fixed base by three identical limbs. Mobility of the
moving platform was analyzed and calculated according to the units of single鄄open鄄chain. Kinematic
problems were discussed by means of different actuated joints inputs, i. e. , rotational angle displacements
and linear displacements, respectively. The analytical solutions of position, velocity and acceleration
were derived. The kinematic simulation of this mechanism was carried out by Matlab and Pro / E software.
Position, velocity and acceleration curves were described based on the analytical solutions and virtual
prototype. Simulation results showed that the theoretic analysis was correct and feasible. When the linear
displacements are selected as the actuated inputs, the Jacobian matrix of the mechanism is an identity one
and its condition number is always equal to 1. The parallel mechanism, therefore, is full鄄isotropic
throughout the entire workspace in this case.
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摇 摇 引言

相对于 6 自由度并联机构,少自由度并联机构

具有结构简单、运动学解简单、成本低、控制较为容

易等特点,因此少自由度并联机构已成为机构学和

机器人领域关注的焦点[1 ~ 3]。 3 自由度移动并联机



构又是受关注最多的一类[4 ~ 6],此类机构可应用于

工业机器人、医用机器人和坐标测量机等领域。
Delta 机构[7]是移动并联机构中典型结构,该机构具

有 3 条相同分支运动链,而每条支链中均含有一个

由 4 个球铰组成的平行四边形结构,但 Delta 机构的

运动学正解较为复杂, 共有 16 组解。 Kong 和

Gosselin[8]提出一种 3 CRR 移动并联机构,对其进

行了运动学和奇异性分析,并讨论了机构具有完全

各向同性性能的条件。 Li 等[9] 则对一种全解耦移

动并联机构进行了分析,该机构仅包含转动副。
本文提出一种新型 3 CRPa 纯移动并联机构,

推导出在不同输入条件下机构的位置、速度和加速

度方程,并利用 Matlab 和 Pro / E 软件对其运动学解

进行仿真,验证分析结果的正确性。

1摇 机构自由度分析

新型 3 自由度 3 CRPa 移动并联机构如图 1 所

示,该机构由动平台、静平台及连接两者的 3 条分支

运动链构成。 每条分支运动链均含有 1 个圆柱副

C、1 个转动副 R 和 1 个由 4 个转动副构成的平行四

边形结构 Pa,且同一分支中 C 副轴线、R 副轴线及

构成四边形结构的 4 个转动副轴线相互平行。 3 条

分支中 C 副与静平台相连,且 3 个 C 副轴线呈正交

分布,而各分支中的平行四边形结构与动平台固连。
动平台为一个六边形平台 DEFGHI,且各边满足条

件:lEF = lGH = lID,lDE = lFG = lHI,边 EF、GH 和 ID 相互

夹角均为 60毅。 定坐标系 Oxyz 的 3 条轴线分别与 3
个 C 副轴线重合。

图 1摇 新型移动并联机构结构简图

Fig. 1摇 Novel translational parallel mechanism
摇

1郾 1摇 机构运动输出特性分析

由于并联机构动平台是在各分支运动链共同约

束下运动,故其只能实现各分支运动输出矩阵元素

交集部分的运动输出[10],即

MP = 疑
n

i = 1
Mli (1)

式中摇 MP———并联机构动平台运动输出特征矩阵

Mli———第 i 条支路运动输出特征矩阵

n———分支数

对于图 1 所示机构,其运动输出特征矩阵为
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式中“·冶表示矩阵中对应项元素为常数。
由式(2)可知,机构动平台仅能沿 3 个坐标轴

方向产生移动输出,即该机构为 3 自由度纯移动并

联机构。
1郾 2摇 机构自由度计算

根据文献[10]可知,并联机构自由度方程为

F = 移
m

i = 1
fi - min 移

淄

j = 1
着lj + 赘 (3)

式中摇 F———机构自由度

fi———第 i 个运动副的自由度

m———运动副数

淄———基本回路数

着lj———第 j 个基本回路的秩

赘———虚约束数

图 1 所示机构,共含有 3 个 2 自由度和 15 个单

自由度运动副,即 移 fi = 21;5 个基本回路,即 淄 =

5,且 着lj分别为 5、5、3、3、3;赘 = 1。 因此机构的自由

度 F = 3,与前面机构运动输出特性的分析结果

一致。

2摇 以转动输入为主动输入时运动学分析

2郾 1摇 位置分析

如图 1 所示,兹i 为杆 AiB i绕对应坐标轴的转角,
规定绕坐标轴负向为正;B i、C i分别为平行四边形对

应边的中点,琢i 为虚线 B iC i转角,即平行四边形悬

挂边相对于杆 AiB i 的转角,规定绕相应坐标轴正向

为正;l 为杆 AiB i长度,n 为平行四边形悬挂边 B iC i

长度;ai为滑动导轨起始端到定坐标系 Oxyz 原点 O
的距离;ei为各圆柱副滑动导轨长度;qi 为第 i 分支

中圆柱副沿导轨的位移。
图 2 给出了机构分支运动链与动平台间的装配

关系(以第一分支为例)。 分支中平行四边形结构

所确定的平面与动平台平面间夹角 茁 = 54郾 735 6毅;
点 K 为动平台的几何中心点;六边形动平台的内接

圆半径为 r。 为便于计算,设空间线段 r 在 3 个坐标

轴上的投影长度分别为 dix、diy 和 di z,并可得d1y =

d1z = d2x = d2z = d3x = d3y = s = 2
2 rcos茁, d1x = d2y =

d3z = g = rsin茁。
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图 2摇 机构第一分支运动链

Fig. 2摇 The first kinematic chain
摇

2郾 1郾 1摇 位置逆解分析

即已知动平台上点 K 坐标(x, y, z),求主动输

入角 兹i( i = 1,2,3)。
根据第一条分支运动链的装配位置关系可得

x = a1 + q1 - g (4)
y = lsin兹1 + nsin(兹1 - 琢1) + s (5)
z = lcos兹1 + ncos(兹1 - 琢1) + s (6)

联立式(5)和(6)求解,得

兹1 = 2arctan
U1 依 U2

1 + V2
1 -W2

1

V1 +W1
(7)

琢1 = 依 arccos
U2

1 + V2
1 - l2 - n2

2nl (8)

其中 U1 = y - s摇 V1 = z - s
W1 = (U2

1 + V2
1 + l2 - n2) / (2l)

由第二支路结构的配置情况得

x = lcos兹2 + ncos(兹2 - 琢2) + s (9)
y = a2 + q2 - g (10)

z = lsin兹2 + nsin(兹2 - 琢2) + s (11)
联立式(9)和(11)求解,有

兹2 = 2arctan
U2 依 U2

2 + V2
2 -W2

2

V2 +W2
(12)

琢2 = 依 arccos
U2

2 + V2
2 - l2 - n2

2nl (13)

其中 U2 = z - s摇 V2 = x - s
W2 = (U2

2 + V2
2 + l2 - n2) / (2l)

同理,根据第三支路结构配置情况得

x = lsin兹3 + nsin(兹3 - 琢3) + s (14)
y = lcos兹3 + ncos(兹3 - 琢3) + s (15)

z = a3 + q3 - g (16)
联立式(14)、(15)解得

兹3 = 2arctan
U3 依 U2

3 + V2
3 -W2

3

V3 +W3
(17)

琢3 = 依 arccos
U2

3 + V2
3 - l2 - n2

2nl (18)

其中 U3 = x - s摇 V3 = y - s
W3 = (U2

3 + V2
3 + l2 - n2) / (2l)

式(7)、(12)和(17)即为机构位置逆解。 根据上述

逆解及中间变量公式可知,对于一个给定的动平台

位置,机构共有 26 = 64 种装配位形。 但是,当机构

装配位形给定后,其只能对应一组逆解。
2郾 1郾 2摇 位置正解分析

即已知主动副角位移 兹i,求解动平台点 K 坐标

(x,y,z)。 联立式(5)、(6)消去中间变量 琢1,得
(y - s) 2 + ( z - s) 2 - 2l(y - s)sin兹1 -

2l( z - s)cos兹1 + l2 = n2 (19)
同理,联立式(9)、(11)、(14)、(15),得

(x - s) 2 + ( z - s) 2 - 2l(x - s)cos兹2 -
2l( z - s)sin兹2 + l2 = n2 (20)

(x - s) 2 + (y - s) 2 - 2l(x - s)sin兹3 -
2l(y - s)cos兹3 + l2 = n2 (21)

由于机构位置正解为复杂的非线性三元二次方

程,因此不容易直接求出位置坐标的解析表达式。
但利用 Matlab 软件直接调用 solve 函数,可方便地

求出 x、y、z 的解析解,不需再解复杂的方程组。 对

于图 1 所示机构,位置正解共有 8 组,为避免干涉现

象存在,机构的运动还应满足条件: x + g - a1逸0,
y + g - a2逸0,z + g - a3逸0。

而中间变量 琢i 可由式(8)、(13)、(18)分别求

解,qi 可由式(4)、(10)、(16)求得。
2郾 2摇 速度分析

将式(19) ~ (21)分别对时间求一阶导数,并整

理成矩阵形式,有

JPv = J兹兹
·

(22)

或 v = J 兹
·

(23)
其中 v = (vx,vy,vz)

兹
·
= ( 兹

·
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·
2,兹

·
3)

JP =

0 y - s - lsin兹1 z - s - lcos兹1

x - s - lcos兹2 0 z - s - lsin兹2

x - s - lsin兹3 y - s - lcos兹3

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú0

J兹 = ldiag((y - s)cos兹1 - (z - s)sin兹1, - (x - s)sin兹2 +
(z - s)cos兹2,(x - s)cos兹3 - (y - s)sin兹3)

式中 v 表示动平台点 K 输出的速度矢量,JP、J兹 和 J
分别为机构的正雅可比矩阵、逆雅可比矩阵和雅可

比矩阵,兹
·
为主动副输入的速度矢量,且有

J = J - 1
P J兹 (24)

由式(24)可知雅可比矩阵 J 为一般 3 伊 3 阶矩

阵,所以当采用转动输入时,机构为强耦合并联机

构,此时机构的运动控制和轨迹规划较为复杂。
当雅可比矩阵 J 可逆时,可直接写出机构的速

度逆解表达式
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兹
·
= J - 1v (25)

2郾 3摇 加速度分析

由文献[11]可知,并联机构的加速度表达式为

a = 兹
·TH 兹

·
+ J 兹

··
(26)

式中 a = (ax,ay,az),H 为二阶影响系数矩阵,且有

Hij (= 鄣2x
鄣兹i鄣兹 j

, 鄣2y
鄣兹i鄣兹 j

, 鄣2 z
鄣兹i鄣兹

)
j

(27)

因式 (19) ~ (21)为复杂的非线性方程,很难

直接求出位置坐标 x、y、z 关于 兹i 的具体显性表达

式,所以对于 Hij求解也较为困难。 但是机构的瞬时

速度可由式(23)求得,因此采取数值微分的方法很

容易求得加速度的数值解。

3摇 以移动输入为主动输入时运动学分析

选取各分支中圆柱副的线性输入位移作为机构

的主动输入。
3郾 1摇 位置分析

位置正解分析是已知各分支圆柱副的线性输入

位移 qi,求解机构动平台中点坐标 K ( x, y, z),
式(4)、(10)和(16)即为此种输入形式下的位置正

解方程。 中间变量 琢i 可由式(8)、(13)和(18)分别

求得,而 兹i 则可由式(7)、(12)、(17)分别求得。 同

样,位置逆解方程也可根据式(4)、(10)和(16)导

出。
3郾 2摇 速度分析

将式(4)、(10)和(16)分别对时间求一阶导数,
并整理成矩阵形式,有

v = J q· (28)
式中 q· = ( q·1,q

·
2,q

·
3)为主动副的输入速度矢量。

由于这种主动输入情况下机构速度雅可比矩阵

为单位阵,其条件数恒等于 1,因此机构为完全各向

同性移动并联机构,具有良好的运动和力传递性能,
且沿某一方向的运动只需一个电动机控制。

4摇 算例仿真

算例仿真将基于 Matlab 软件编程绘出动平台

上点 K 的运动曲线,包括位置、速度和加速度。 机

构动平台平面为正六边形,假定机构的结构尺寸分

别为:l = 140 mm,n = 284 mm,r = 109郾 697 mm,ai =
300 mm,ei = 280 mm。
4郾 1摇 转动输入时的算例仿真

设机构的 3 个主动关节的输入角位移方程分别

为: 兹1 = 140郾 403 - 8t, 兹2 = 140郾 403 - 10t, 兹3 =
140郾 403 - 6t(0臆t臆10)。 根据正运动学位置方程

通过 Matlab 软件编程得到点 K 的运动曲线如图 3
所示。

图 3摇 转动输入时点 K 运动曲线

Fig. 3摇 Kinematic curves of point K as rotational inputs selected
(a) 位移曲线摇 (b) 速度曲线摇 (c) 加速度曲线

摇

图 4摇 线性输入时点 K 运动曲线

Fig. 4摇 Kinematic curves of point K as linear inputs selected
(a) 位移曲线摇 (b) 速度曲线摇 (c) 加速度曲线

4郾 2摇 线性输入时的算例仿真

设机构的 3 个主动关节的输入线性位移分别

为:q1 = 30sin ( 仔t / 10 ), q2 = 40sin ( 仔t / 10 ), q3 =
50sin(仔t / 10)(0臆t臆10)。 利用 Matlab 软件编程绘

出点 K 的运动曲线如图 4 所示。
由图 3 和图 4 的仿真曲线可以看出,无论采用

哪种输入方式,机构的运动都较为平稳,速度和加速

度曲线均未出现断点或尖点。
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5摇 虚拟样机运动仿真

虚拟样机仿真是为了检测机构联接是否正确和

装配模型是否有干涉情况;同时通过对并联机构进

行运动学和动力学仿真分析,达到对理论分析结

果的验证。 本文利用 Pro / E 软件建立机构各零件

的实体模型,并在组件模式下进行装配,构建三维

虚拟样机模型,在圆柱副处采用“圆柱冶连接,在转

动副和平行四边形连接处采用 “销钉冶 连接,如
图 5 所示。

图 5摇 并联机构三维虚拟样机模型

Fig. 5摇 3鄄D visual prototype of the parallel mechanism
摇

5郾 1摇 转动输入时的虚拟样机运动仿真

三维虚拟样机模型装配完成后,将如图 5 所示

三维样机模型切换至机构模式,定义伺服电动机,运
动输出设置为转动,建立类型为“运动学冶的分析特

征,运行分析。 运行完成后,回放分析,检测零件之

间是否存在冲突,本例中无冲突,说明设计方案合理

可行。 如果零件之间出现冲突或干涉,应对零件模

型或设计方案进行修改。 为了便于与理论仿真结果

对比,虚拟样机仿真时仍选取动平台的中心点 K 为

参考点,相应主动输入函数与算例仿真一致。 图 6
为机构的运动仿真曲线。

比较图 6 和图 3 的对应运动曲线可以看出,虚
拟样机的运动仿真曲线与理论计算的曲线完全一

致,验证了运动学理论推导的正确性。
5郾 2摇 线性输入时的虚拟样机运动仿真

选取虚拟样机 3 个圆柱副的线性移动为主动输

入,即伺服电动机运动输出设置为平动,其线性输入

函数与算例中相同。 图 7 给出了虚拟样机的运动仿

摇 摇

图 6摇 转动输入时虚拟样机运动仿真曲线

Fig. 6摇 Kinematic simulation of prototype as rotational inputs selected
(a) 位移曲线摇 (b) 速度曲线摇 (c) 加速度曲线

摇

图 7摇 线性输入时虚拟样机运动仿真曲线

Fig. 7摇 Kinematic simulation of prototype as linear inputs selected
(a) 位移曲线摇 (b) 速度曲线摇 (c) 加速度曲线

摇
真曲线。
摇 摇 对比图 7 和图 4 中的对应曲线可知,虚拟样机

仿真与理论计算完全一致,同样验证了理论推导的

正确性。

6摇 结束语

提出一种具有完全对称结构的新型平动并联机

构,其 3 条分支运动链呈正交分布。 推导出分别选

取转动输入和线性输入情况下机构位置、速度和加

速度的解析解。 并利用 Matlab 和 Pro / E 软件对机

构进行理论公式仿真和虚拟样机运动仿真,仿真结

果验证了理论推导的正确性。 当以线性输入为主动

输入时,运动学解非常简单,而且机构速度雅可比矩

阵为单位阵,其条件数在整个工作空间内恒等于 1,
因此在这种输入情况下该机构为完全各向同性并联

机构,轨迹规划和控制设计非常简单。
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