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角接触球轴承动力学建模与实验!

方　兵　张　雷　曲兴田　赵　继
（吉林大学机械科学与工程学院，长春 １３００２５）

　　【摘要】　针对轴承装配体结构振动的问题，采用矩阵变换方法分析了双列角接触球轴承接触变形的几何关

系，使得分析过程更加简洁和精确，并以此为依据，结合赫兹接触理论和拉格朗日分析力学原理建立了轴承装配体

结构 ５自由度动力学模型；讨论了预紧力、接触角、滚动体位置等对系统固有频率的影响；研制了轴承装配体结构

动力学参数测试实验台，实验结果表明，该动力学模型能够较准确地预测结构动态参数，误差在 １５％以内，满足工

程计算的需要。
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　　引言

无论是主轴系统还是传动系统，轴承作为支撑

部件，其刚度是系统的薄弱环节，其动力学特性对系

统整体特性影响较为明显，因此轴承动力学特性计

算对于系统的设计与维护来说是十分重要的。国内

外研究人员对此做了大量的工作。文献［１～２］推
导了轴承刚度矩阵的解析公式，考虑了轴承径向间

隙和内部载荷分布角等影响，并研究了轴承受载、变

形位移的数值计算方法。Ｈａｒｒｉｓ等［３］
利用转子系统

结构的对称性，采用梁单元分析转轴，轴承则被３个
自由度（轴向、径向和转角）的线性弹簧等效代替。

Ｌｉｍ等［４～５］
基于 Ｈｅｒｔｚ接触理论建立了 ５自由度分

析模型，利用力学平衡方程推导了刚度矩阵。

Ｒｏｙｓｔｏｎ等［６］
在 Ｌｉｍ的分析基础之上，建立了轴承振

动的５自由度动力学方程，并讨论了不同预紧力下
结构的固有频率和刚度的变化情况。Ｒｏｏｋ等［７］

在

分析由轴承连接的板梁耦合结构中，对 Ｌｉｍ的模型
做了进一步的发展，采用了坐标变换的方法更简洁

地推导了 ５自由度分析模型。Ｌｙｎａｇｈ等［８］
在分析

立式加工中心主轴振动特性时，建立了考虑制造误

差的分析模型。近年来，在涉及到轴承结构振动计

算时，大多采用的是在 Ｌｉｍ等提出的分析模型基础
上做一定的修改

［９～１０］
。



本文采用矩阵变换分析方法
［１１］
，建立双列角接

触球轴承接触变形关系。采用拉格朗日分析力学原

理建立轴承结构振动的５自由度动力学模型。

１　双列角接触球轴承变形

为了增加轴承的刚度，通常情况下成对安装角

接触球轴承，并对其施加轴向预紧力。轴承的配对

方式一般可分为背对背（ＤＢ）、面对面（ＤＦ）和并列
（ＤＴ）３种方式。图 １所示为面对面安装方式，轴承
通过隔套预紧，预紧力的大小可由内、外隔套的宽度

差调整。

图 １　双列面对面轴承组件结构

Ｆｉｇ．１　ＳｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｂｅａｒｉｎｇａｓｓｅｍｂｌｅｄｗｉｔｈＤＦ
１．轴承　２．内圈隔套　３．外圈隔套　４．端盖　５．轴　６．轴承座
　
当轴产生位移时，则相应的钢球也发生弹性变

形，其变形的关系可通过几何计算得到。如图 ２所
示，在轴的质心位置建立坐标系 ＯＸＹＺ，以及分别在
两列轴承内圈中心处建立坐标系 Ｏ１Ｘ１Ｙ１Ｚ１ 和
Ｏ２Ｘ２Ｙ２Ｚ２。为便于分析，现假设轴承外圈固定不动，
轴承内圈与轴固定。因此，当轴运动时，轴承内圈与

之一起运动，并与外圈产生相对位移。根据轴承运

动特点，可用５个自由度对轴的运动加以描述，３个方
向的平动和２个方向的转动，即δ＝（δｘ，δｙ，δｚ，θｘ，θｙ）。

图 ２　双列面对面轴承坐标变换示意图

Ｆｉｇ．２　ＣｏｏｒｄｉｎａｔｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆＤＦ
　
由坐标变换原理可得到 Ｏ′１Ｘ′１Ｙ′１Ｚ′１ 相对于

Ｏ１Ｘ１Ｙ１Ｚ１的变换矩阵 Ｔ１和 Ｏ′２Ｘ′２Ｙ′２Ｚ′２ 相对于
Ｏ２Ｘ２Ｙ２Ｚ２的变换矩阵为 Ｔ２为

Ｔ１＝
ｃｏｓθｘ ０ ｓｉｎθｙ δｘ＋Ｌ１ｓｉｎθｙ

ｓｉｎθｘｓｉｎθｙ ｃｏｓθｘ －ｓｉｎθｘｃｏｓθｙ δｙ－Ｌ１ｓｉｎθｘｃｏｓθｙ
－ｃｏｓθｘｓｉｎθｙ ｓｉｎθｘ ｃｏｓθｘｃｏｓθｙ δｚ－Ｌ１＋Ｌ１ｃｏｓθｘｃｏｓθｙ













０ ０ ０ １
（１）

Ｔ２＝
ｃｏｓθｘ ０ ｓｉｎθｙ δｘ－Ｌ２ｓｉｎθｙ

ｓｉｎθｘｓｉｎθｙ ｃｏｓθｘ －ｓｉｎθｘｃｏｓθｙ δｙ＋Ｌ２ｓｉｎθｘｃｏｓθｙ
－ｃｏｓθｘｓｉｎθｙ ｓｉｎθｘ ｃｏｓθｘｃｏｓθｙ δｚ＋Ｌ２－Ｌ２ｃｏｓθｘｃｏｓθｙ













０ ０ ０ １
（２）

式中　Ｌ１———第 １列轴承内圈中心点 Ｏ１点到轴质
心 Ｏ的距离

Ｌ２———第２列轴承内圈中心点 Ｏ２点到轴质
心 Ｏ的距离

如图３所示，变形前，第１列轴承内圈滚道曲率
中心线上一点 Ｐ１φ在 Ｏ１Ｘ１Ｙ１Ｚ１中的坐标为

Ｐ１φ＝（Ｒｉｓｉｎφ，Ｒｉｃｏｓφ，０，１） （３）
式中　Ｒｉ———内圈沟道曲率中心圆的半径

φ———滚动体位置角
同理，第 ２列轴承内圈滚道曲率中心线上一点

Ｐ２φ在 Ｏ２Ｘ２Ｙ２Ｚ２中的坐标为
Ｐ２φ＝（Ｒｉｓｉｎφ，Ｒｉｃｏｓφ，０，１） （４）

图 ３　角接触球轴承弹性变形示意图

Ｆｉｇ．３　Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆａｎｇｕｌａｒｃｏｎｔａｃｔｂａｌｌｂｅａｒｉｎｇ
　
受载荷作用以后，与 Ｐ１φ相对应的内圈沟道曲

率中心线上一点 Ｐ′１φ在坐标系 Ｏ１Ｘ１Ｙ１Ｚ１中的坐标为
Ｐ′１φ＝Ｔ１Ｐ１φ＝（Ｒｉｓｉｎφｃｏｓθｘ＋δｘ＋Ｌ１ｓｉｎθｙ，

Ｒｉｓｉｎφｓｉｎθｘｓｉｎθｙ＋Ｒｉｃｏｓφｃｏｓθｘ＋δｙ－Ｌ１ｓｉｎθｘｃｏｓθｙ，
－Ｒｉｓｉｎφｃｏｓθｘｓｉｎθｙ＋Ｒｉｃｏｓφｓｉｎθｘ＋δｚ－Ｌ１＋

Ｌ１ｃｏｓθｘｃｏｓθｙ，１） （５）

同理，与 Ｐ２φ相对应的内圈沟道曲率中心线上

一点 Ｐ′２φ在坐标系 Ｏ２Ｘ２Ｙ２Ｚ２中的坐标为
Ｐ′２φ＝Ｔ２Ｐ２φ＝（Ｒｉｓｉｎφｃｏｓθｘ＋δｘ－Ｌ２ｓｉｎθｙ，

Ｒｉｓｉｎφｓｉｎθｘｓｉｎθｙ＋Ｒｉｃｏｓφｃｏｓθｘ＋δｙ＋Ｌ２ｓｉｎθｘｃｏｓθｙ，

－Ｒｉｓｉｎφｃｏｓθｘｓｉｎθｙ＋Ｒｉｃｏｓφｓｉｎθｘ＋δｚ＋Ｌ２－

Ｌ２ｃｏｓθｘｃｏｓθｙ，１） （６）
接触变形分析中，弹性变形量通常为微小量，因

此可取 ｃｏｓθｘ≈１，ｃｏｓθｙ≈１，ｓｉｎθｘ≈θｘ，ｓｉｎθｙ≈θｙ，并
略去高次项，则任意位置角 φ处的滚动体在 ＸＹＺ方
向上的弹性变形量 Δ１φ和 Δ２φ为

Δ１φ＝Ｐ′１φ－Ｐ１φ＝（Δ１ｘ，Δ１ｙ，Δ１ｚ，０） （７）
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Δ２φ＝Ｐ′２φ－Ｐ２φ＝（Δ２ｘ，Δ２ｙ，Δ２ｚ，０） （８）
其中 Δ１ｘ＝δｘ＋Ｌ１θｙ　Δ１ｙ＝δｙ－Ｌ１θｘ

Δ１ｚ＝δｚ＋Ｒｉθｘｃｏｓφ－Ｒｉθｙｓｉｎφ
Δ２ｘ＝δｘ－Ｌ２θｙ　Δ２ｙ＝δｙ＋Ｌ２θｘ
Δ２ｚ＝δｚ＋Ｒｉθｘｃｏｓφ－Ｒｉθｙｓｉｎφ

如图３～４所示，进一步计算得到钢球在接触法
向上的变形量为

图 ４　滚动体弹性变形示意图

Ｆｉｇ．４　Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｒｏｌｌｉｎｇｅｌｅｍｅｎｔｓ
　

δ１φ＝δ１φａｓｉｎα０＋δ１φｒｃｏｓα０ （９）
其中 δ１φｒ＝Δ１ｘｓｉｎφ＋Δ１ｙｃｏｓφ　δ１φａ＝Δ１ｚ
式中　α０———接触角

同理，有

δ２φ＝δ２φａｓｉｎα０＋δ２φｒｃｏｓα０ （１０）
其中 δ２φｒ＝Δ２ｘｓｉｎφ＋Δ２ｙｃｏｓφ　δ２φａ＝Δ２ｚ

２　轴承动力学方程推导

分析时，考虑到轴和轴承座自身固有频率较高，

可视轴承座和轴为刚体，之间通过滚动体连接，滚动

体为弹性体，可用弹簧等效代替。

根据 Ｈｅｒｔｚ接触理论［１２］
，球轴承每一个滚动体

的载荷与变形之间关系为

Ｑｎ＝ｋｎδ
３／２
ｎ （１１）

式中　Ｑｎ———滚动体在接触法向上弹性力
ｋｎ———与几何尺寸有关的常数

δｎ———接触法向上的弹性变形
因此，钢球在接触法线上的刚度为

Ｋｎ＝
Ｑｎ
δｎ
＝１５ｋｎδ

０５
ｎ （１２）

考察双列轴承装配的结构特点，系统动能 Ｔ、势
能 Ｕ以及耗散函数 Φ为

Ｔ＝１
２∑

５

ｉ＝１
ｍｉδ
·２
ｉ （１３）

Ｕ＝１
２∑

Ｚ

ｉ＝１
Ｋｎδ

２
１ｉ＋
１
２∑

Ｚ

ｉ＝１
Ｋｎδ

２
２ｉ （１４）

Φ＝∑
Ｚ

ｉ＝１
ηｉδ
·２
１ｉ＋∑

Ｚ

ｉ＝１
ηｉδ
·２
２ｉ （１５）

式中　ｍｉ———轴的质量或转动惯量

δｉ———轴的平动自由度或者转动自由度
Ｋｎ———钢球在接触法线上的刚度

δ１ｉ、δ２ｉ———第 ｉ个滚动体在接触法向上的变
形量

ηｉ———钢铁的损耗因子，取 ηｉ＝０００５
Ｚ———轴承滚动体数目

根据拉格朗日力学分析原理，可得到系统动力

学方程

ｄ
ｄ (ｔ Ｔδ· )

ｉ

＋Φ
δ
·

ｉ

＋Ｕ
δｉ
＝Ｑｉ　（ｉ＝１，２，…，５）

（１６）
式中　Ｑｉ———系统广义力

将式（９）和（１０）代入式（１６），并表示成矩阵的
形式

Ｍ δ
··

＋Ｃδ
·

＋Ｋδ＝Ｑ （１７）
式中　Ｍ———质量矩阵　　Ｃ———阻尼矩阵

Ｋ———刚度矩阵　　Ｑ———广义力向量
令式（１７）中的 Ｑ＝０，可求解得到系统五阶固

有频率
［１３～１４］

。

考虑轴承预紧力、接触角以及滚动体位置等对

装配体结构固有频率等的影响，对机床中常用 ＮＳＫ
公司生产的 ３种接触角 类 型 的 轴 承 （７０２０Ｃ、
７０２０Ａ５、７０２０Ａ）进行分析计算，角接触球轴承几何
参数如表１所示，预紧力数值如表２所示，计算结果
如图５～７所示。

图５为双列面对面安装的 ７０２０Ａ型轴承在不
同预紧力等级下结构固有频率。从图中可知，随着

预紧力的增大，各阶固有频率均变大，这是由轴承刚

度随着预紧力的增大而增大导致的。

表 １　轴承几何参数

Ｔａｂ．１　Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｂｅａｒｉｎｇ

参数 数值

外道系数 ｒｅ ０５１５

内道系数 ｒｉ １５２５

滚动体直径 Ｄｗ／ｍｍ １４２８８

滚动体数目 Ｚ ２０

轴承中径 ｄｍ／ｍｍ １２５２５

接触角 α／（°） １５，２５，３０

表 ２　预紧力

Ｔａｂ．２　Ｖａｌｕｅｏｆｐｒｅｌｏａｄｉｎｇ Ｎ

轴承型号
预紧等级

轻预紧 中预紧 重预紧

７０２０Ｃ ５４０ １２７０ ２５５０

７０２０Ａ５ ８３０ １９６０ ３９２０

７０２０Ａ ８４０ ２７５０ ４３１０
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图 ５　７０２０Ａ型轴承在不同预紧力等级下的

前 ５阶固有频率

Ｆｉｇ．５　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｆｉｖｅｏｒｄｅｒｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｐｒｅｌｏａｄｉｎｇｓｏｆ７０２０Ａ
　
　　图６为３种双列面对面安装内径相同接触角不
同的角接触球轴承，在同一预紧等级下结构的固有

频率。从图中可知，对于３种不同类型的轴承，绕 Ｘ
轴转动、绕 Ｙ轴转动、沿 Ｘ轴平动和沿 Ｙ轴平动四
阶固有频率的相对变化较小，而沿着 Ｚ轴平动这一
阶固有频率变化相对较大。这是由于在同一预紧等

级下，对于不同接触角的球轴承，其轴向刚度变化

较大。

图 ６　接触角对结构固有频率影响

Ｆｉｇ．６　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｎｔａｃｔａｎｇｌｅｓｏｎｎａｔｕｒａｌ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｓｔｒｕｃｔｕｒｅ
　
图 ７为 ７０２０Ａ５型轴承在同样的预紧载荷下，

不同位置角处的结构固有频率。从图中可以看

出，位置角对结构的动态性能影响很小，因此可以

利用位置角对称的特点来代替一般条件进行简化

计算。

图 ７　位置角对结构固有频率影响

Ｆｉｇ．７　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔφｏｎｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｓｔｒｕｃｔｕｒｅ
　

３　实验

通过模态实验获取轴承装配体结构的频率响应

函数（ＦＲＦ），然后分析频响函数计算固有频率及对
应的振型。

实验中采用北京东方振动与噪声测试研究所研

制的模态分析系统。系统由激振系统、测量系统和

分析系统组成。采用 ＭＳＣ １型力锤进行锤击实
验，加速度信号则由 ＩＮＶ９８２４型 ＩＣＰ加速度传感器
获取，采用 ＩＮＶ３０１８Ｇ动态信号分析系统，对模态实
验的输入和输出信号进行采集，经抗混滤波、采样和

模数转换，最后经过 ＦＦＴ运算得到所需要的频响函
数数据。图 ８为 ７０２０Ａ型双列面对面安装结构动
态参数测试现场，实验中采用海绵垫支撑待测结

构
［１５］
。

图 ８　模态实验

Ｆｉｇ．８　Ｍｏｄａｌｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ
１．激励锤　２．三向加速度传感器　３．轴　４．轴承　５．端盖　

６．轴承座　７．海绵垫
　

图 ９　传感器测得的 ＦＲＦ曲线

Ｆｉｇ．９　ＦＲＦａｃｑｕｉｒｅｄｂｙｓｅｎｓｏｒ
　

Ｘ、Ｙ、Ｚ３个方向传感器测得的 ＦＲＦ曲线如图 ９
所示，Ｘ方向传感器测量 Ｘ方向上的平动以及绕 Ｙ
轴的转动，Ｙ方向传感器测量 Ｙ方向上的平动以及
绕 Ｘ轴的转动，Ｚ方向传感器测量轴向振动。由于
结构对称等的特点，绕 Ｘ轴转动固有频率与绕 Ｙ轴
转动固有频率相近，Ｘ方向上的平动固有频率与 Ｙ
方向平动固有频率相相近。

分别对机床中常用的 ３种类型角接触球轴承
（７０２０Ｃ、７０２０Ａ５和７０２０Ａ）面对面装配在 ３种不同
预紧等级条件下进行模态实验，并与理论计算对比，

结果如表３所示。对比结果显示，除了在轻预紧条
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表 ３　前 ５阶固有频率及振型对比

Ｔａｂ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｆｉｖｅｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓａｎｄｍｏｄｅｓ

轴承

型号

预紧

等级

固有频率／Ｈｚ

实验值 计算值

误差

／％
振型

２８８２７ ２３５５７ ２２４ Ｘ轴转动

２９２３４ ２４２１３ ２０７ Ｙ轴转动

轻预紧 ５４０９９ ４５４０９ １９１ Ｚ方向平动

１３６７７０ １１７５４８ １６４ Ｘ方向平动

１３６９３０ １２２５９６ １１７ Ｙ方向平动

３２７３２ ３０５２９ ７２ Ｘ轴转动

３３１９０ ３５０９６ ５４ Ｙ轴转动

７０２０Ｃ 中预紧 ６４８５４ ６９９５２ ７３ Ｚ方向平动

１５６４３０ １３８４６２ １３０ Ｘ方向平动

１５６６３０ １３９９０４ １２０ Ｙ方向平动

３６０７９ ３２６１４ １０６ Ｘ轴转动

３６５７９ ３４８６９ ４９ Ｙ轴转动

重预紧 ７６１５９ ８０６３７ ５６ Ｚ方向平动

１７４０３０ １６１７８９ ７６ Ｘ方向平动

１７４２７０ １６４６６３ ５８ Ｙ方向平动

２２７５１ ２２１１５ ２９ Ｘ轴转动

２３０３８ ２２８３６ ０９ Ｙ轴转动

轻预紧 ７３７６７ ６４４２３ １４５ Ｚ方向平动

１２０１３０ １０２４４８ １７３ Ｘ方向平动

１２０４５０ １０２５７６ １７４ Ｙ方向平动

２９１５８ ２５５１９ １２５ Ｘ轴转动

２９５２１ ２６０４４ １１８ Ｙ轴转动

７０２０Ａ５ 中预紧 ９８３９１ ９８７９８ ０４ Ｚ方向平动

１５５７１０ １５８６５４ １９ Ｘ方向平动

１５６１４０ １６０５７８ ２８ Ｙ方向平动

３２２４２ ３００４８ ７３ Ｘ轴转动

３２６３９ ３０２８８ ７８ Ｙ轴转动

重预紧 １１２４３０ １１００９６ ２１ Ｚ方向平动

１７３８５０ １６４４２３ ５７ Ｘ方向平动

１７４３６０ １６９９５２ ２６ Ｙ方向平动

２２９３４ ２１５２８ ６５ Ｘ轴转动

２３１９９ ２２１４３ ４８ Ｙ轴转动

轻预紧 ９５９９１ ７８３６５ ２２５ Ｚ方向平动

１３１４００ １１４４２３ １４８ Ｘ方向平动

１３１８８０ １２４７５９ ５７ Ｙ方向平动

２７５４８ ２５７８１ ６９ Ｘ轴转动

２７８６３ ２４９６５ １１６ Ｙ轴转动

７０２０Ａ 中预紧 １１８６６０ １０４３７３ １２１ Ｚ方向平动

１５９５３０ １４２１９３ １２２ Ｘ方向平动

１６０１３０ １４１７１９ １３０ Ｙ方向平动

２９４２８ ２７３４４ ７６ Ｘ轴转动

２９７６２ ２８５９４ ４１ Ｙ轴转动

重预紧 １２９０００ １１８７５０ ７９ Ｚ方向平动

１７１５５０ １７３９０６ １４ Ｘ方向平动

１７２２１０ １７８４３７ ３５ Ｙ方向平动

件下，由于滚动体与滚道接触不充分导致较大的误

差以外，其他条件下，理论计算值与实验测得值相对

误差在１５％以内。误差产生的原因主要有：①计算
中并未考虑高阶振动对低阶振动的影响。②由于计
算时只考虑了钢球与滚道之间的接触关系，并未考

虑轴承与端盖和轴承座之间的接触。③对轴承结构
计算的线性化处理也是产生误差的重要因素之一。

４　结论

（１）采用坐标变换的方法分析双列角接触球轴
承接触变形关系，该方法使得变形分析更为简洁和

精确，能更为简便的计算各滚动体在受力状况下的

弹性变形量。

（２）结合赫兹接触理论与拉格朗日力学分析原
理建立了轴承装配体的 ５自由度动力学方程，该方
程考虑了结构阻尼的影响，更符合实际边界条件。

（３）理论分析与实验结果对比表明，建立的 ５
自由度动力学方程具有较高的精度，误差大部分在

１５％以内，满足工程计算的需要。

参 考 文 献

１　ＷｈｉｔｅＭ Ｆ．Ｒｏｌｌｉｎｇｅｌｅｍｅｎｔｂｅａｒｉｎｇｖｉｂｒａｔｉｏｎｔｒａｎｓｆｅｒｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ：ｅｆｆｅｃｔｏｆｓｔｉｆｆｎｅｓｓ［Ｊ］．ＡＳＭＥＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｐｐｌｉｅｄ

Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，１９７９，４６（３）：６７７～６８４．

２　谢涛，刘品宽，陈在礼．转台轴系轴承刚度矩阵的理论推导与数值计算［Ｊ］．哈尔滨工业大学学报，２００３，３５（３）：３２９～３３３．

ＸｉｅＴａｏ，ＬｉｕＰｉｎｋｕａｎ，ＣｈｅｎＺａｉｌｉ．Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆｓｔｉｆｆｎｅｓｓｍａｔｒｉｘｏｆａｎｇｕｌａｒｃｏｎｔａｃｔｂａｌｌ

ｂｅａｒｉｎｇｉｎａｓｐｉｎｄｌｅｂｅａｒｉｎｇｓｙｓｔｅｍ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＨａｒｂｉｎＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２００３，３５（３）：３２９～３３３．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

３　ＨａｒｒｉｓＴＡ，ＫｏｔｚａｌａｓＭＮ．Ａｄｖａｎｃｅｄｃｏｎｃｅｐｔｓｏｆｂｅａｒｉｎｇｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：Ｔａｙｌｏｒ＆Ｆｒａｎｃｉｓ，２００６．

４　ＬｉｍＴＣ，ＳｉｎｇｈＲ．Ｖｉｂｒａｔｉｏｎｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｔｈｒｏｕｇｈｒｏｌｌｉｎｇｅｌｅｍｅｎｔｂｅａｒｉｎｇｓ，ｐａｒｔⅠ：ｂｅａｒｉｎｇｓｔｉｆｆｎｅｓｓｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ

ｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，１９９０，１３９（２）：１７９～１９９．

５　ＬｉｍＴＣ，ＳｉｎｇｈＲ．Ｖｉｂｒａｔｉｏｎｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｔｈｒｏｕｇｈｒｏｌｌｉｎｇｅｌｅｍｅｎｔｂｅａｒｉｎｇｓ，ｐａｒｔⅣ：ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｅｎｅｒｇｙａｎａｌｙｓｉｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ

ＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，１９９２，１５３（１）：３７～５０． （下转第 ２２５页）

９１２第 ６期　　　　　　　　　　　　　　　方兵 等：角接触球轴承动力学建模与实验



参 考 文 献

１　ＭｏｓｔｏｆｉＡ，ＧｏｈａｒＲ．Ｅｌａｓｔｏｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｌｕｂｒｉｃａｔｉｏｎｏｆｆｉｎｉｔｅｌｉｎｅｃｏｎｔａｃｔｓ［Ｊ］．ＡＳＭＥＪｏｕｒｎａｌｏｆＬｕｂｒｉｃａｔｉｏｎＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，
１９８３，１０５（４）：５９８～６０４．

２　ＨａｍｒｏｃｋＪ，ＤｏｗｓｏｎＤ．Ｉｓｏｔｈｅｒｍａｌｅｌａｓｔｏｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｌｕｂｒｉｃａｔｉｏｎｏｆｐｏｉｎｔｃｏｎｔａｃｔｓ，ｐａｒｔⅢ—ｆｕｌｌｙｆｌｏｏｄｅｄｒｅｓｕｌｔｓ［Ｊ］．
ＡＳＭＥＪｏｕｒｎａｌｏｆＬｕｂｒｉｃａｔｉｏｎＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，１９７７，９９（２）：２６４～２７６．

３　莫云辉．正反圆锥滚子弹流润滑 ［Ｄ］．上海：上海工业大学，１９９４．
ＭｏＹｕｎｈｕｉ．ＥＨＬｏｆｔａｐｅｒｒｏｌｌｅｒｉｎｏｐｐｏｓｉｔｅｄｉｒｅｃｔｉｏｎ［Ｄ］．Ｓｈａｎｇｈａｉ：ＳｈａｎｇｈａｉＩｎｄｕｓｔｒｉａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，１９９４．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

４　汪久根，洪玉芳．圆锥滚子摩擦副的润滑分析（Ⅰ）：刚性等粘度润滑区［Ｊ］．浙江大学学报，２００３，３７（２）：２０８～２１０．
ＷａｎｇＪｉｕｇｅｎ，ＨｏｎｇＹｕｆａｎｇ．Ｌｕｂｒｉｃａｔｉｏｎｏｆｔａｐｅｒｅｄｒｏｌｌｅｒｂｅａｒｉｎｇ（Ⅰ）：ｉｓｏｖｉｓｃｏｕｓｒｉｇｉｄｒｅｇｉｍｅ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＺｈｅｊｉａｎｇ
Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，２００３，３７（２）：２０８～２１０．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

５　汪久根，洪玉芳．圆锥滚子摩擦副的润滑分析（Ⅱ）：压粘刚性润滑区［Ｊ］．浙江大学学报，２００３，３７（３）：３５９～３６１．
ＷａｎｇＪｉｕｇｅｎ，ＨｏｎｇＹｕｆａｎｇ．Ｌｕｂｒｉｃａｔｉｏｎｏｆｔａｐｅｒｅｄｒｏｌｌｅｒｂｅａｒｉｎｇ（Ⅱ）：ｐｉｅｚｏｖｉｓｃｏｕｓｒｉｇｉｄｒｅｇｉｍｅ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＺｈｅｊｉａｎｇ
Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，２００３，３７（３）：３５９～３６１．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

６　杨萍，杨沛然，刘晓玲．圆锥滚子的等温弹流润滑数值分析［Ｊ］．摩擦学学报，２００５，２５（５）：４５６～４６０．
ＹａｎｇＰｉｎｇ，ＹａｎｇＰｅｉｒａｎ，ＬｉｕＸｉａｏｌｉｎｇ．ＮｕｍｅｒｉｃａｌａｎａｌｙｓｉｓｏｆｉｓｏｔｈｅｒｍａｌＥＨＬｆｏｒｔａｐｅｒｅｄｒｏｌｌｅｒ［Ｊ］．Ｔｒｉｂｏｌｏｇｙ，２００５，
２５（５）：４５６～４６０．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

７　王优强，刘冬伟，李伟．渐开线斜齿轮瞬态弹流润滑数值分析［Ｊ］．润滑与密封，２００８，３３（７）：２０～２４．
ＷａｎｇＹｏｕｑｉａｎｇ，ＬｉｕＤｏｎｇｗｅｉ，ＬｉＷｅｉ．ＮｕｍｅｒｉｃａｌａｎａｌｙｓｉｓｏｆｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓＥＨＬｆｏｒｈｅｌｉｃａｌｇｅａｒｓ［Ｊ］．Ｌｕｂｒｉｃａｔｉｏｎ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２００８，３３（７）：２０～２４．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

８　ＹａｎｇＰＲ，ＷｅｎＳＺ．Ａｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｒｅｙｎｏｌｄｓｅｑｕａｔｉｏｎｆｏｒｎｏｎｎｅｗｔｏｎｉａｎｔｈｅｒｍａｌｅｌａｓｔｏｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｌｕｂｒｉｃａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＡＳＭＥ
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＴｒｉｂｏｌｏｇｙ，１９９０，１１２（４）：６３１～６３６．

９　ＶｅｎｎｅｒＣＨ．ＭｕｌｔｉｌｅｖｅｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅＥＨＬｌｉｎｅａｎｄｐｏｉｎｔｃｏｎｔａｃｔｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｄ］．Ｅｎｓｃｈｅｄｅ：ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｗｅｎｔｅ，１９９１．
１０　杨沛然．流体润滑数值分析［Ｍ］．北京：国防工业出版社，１９９８．
１１　纪敬虎，符永宏，魏龙，等．激光表面织构机械密封润滑特性的试验研究［Ｊ］．排灌机械工程学报，２０１１，２９（５）：４２７～４３１．

ＪｉＪｉｎｇｈｕ，ＦｕＹｏｎｇｈｏｎｇ，ＷｅｉＬｏｎｇ，ｅｔａｌ．Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｒｅｓｅａｒｃｈｏｎｌｕｂｒｉｃａｔｉｏｎｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｌａｓｅｒｓｕｒｆａｃｅｔｅｘｔｕｒｉｎｇ
ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｓｅａｌ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＤｒａｉｎａｇｅａｎｄＩｒｒｉｇａｔｉｏｎＭａｃｈｉｎｅｒｙＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２０１１，２９（５）：４２７～４３１．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ



）

（上接第 ２１９页）
６　ＲｏｙｓｔｏｎＴＪ，ＢａｓｄｏｇａｎＩ．Ｖｉｂｒａｔｉｏｎｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｔｈｒｏｕｇｈｓｅｌｆａｌｉｇｎｉｎｇ（ｓｐｈｅｒｉｃａｌ）ｒｏｌｌｉｎｇｅｌｅｍｅｎｔｂｅａｒｉｎｇｓ：ｔｈｅｏｒｙａｎｄ
ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，１９９８，２１５（５）：９９７～１０１４．

７　ＲｏｏｋＴＥ，ＳｉｎｇｈＲ．Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｉｎｔｅｎｓｉｔｙｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓｆｏｒｃｏｍｐｌｉａｎｔｐｌａｔｅｂｅａｍｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｃｏｎｎｅｃｔｅｄｂｙｂｅａｒｉｎｇｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ
ＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，１９９８，２１１（３）：３６５～３８７．

８　ＬｙｎａｇｈＮ，ＲａｈｎｅｊａｔＨ．Ｂｅａｒｉｎｇｉｎｄｕｃｅｄｖｉｂｒａｔｉｏｎｉｎｐｒｅｃｉｓｉｏｎｈｉｇｈｓｐｅｅｄｒｏｕｔｉｎｇｓｐｉｎｄｌｅｓ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆ
ＭａｃｈｉｎｅＴｏｏｌｓａｎｄＭａｎｕｆａｃｔｕｒｅ，２０００，４０（４）：５６１～５７７．

９　ＣｅｒｍｅｌｊＰ，ＢｏｌｔｅｚａｒＭ．Ａｎｉｎｄｉｒｅｃｔａｐｐｒｏａｃｈｔｏｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｎｇｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｓｏｆａｓｔｒｕｃｔｕｒｅｃｏｎｔａｉｎｉｎｇｂａｌｌｂｅａｒｉｎｇｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，２００４，２７６（１～２）：４０１～４１７．

１０　ＰａｔｅｌＶＮ，ＴａｎｄｏｎＮ．Ａｄｙｎａｍｉｃｍｏｄｅｌｆｏｒｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｔｕｄｉｅｓｏｆｄｅｅｐｇｒｏｏｖｅｂａｌｌｂｅａｒｉｎｇｓｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｓｉｎｇｌｅａｎｄｍｕｌｔｉｐｌｅ
ｄｅｆｅｃｔｓｉｎｒａｃｅｓ［Ｊ］．ＡＳＭＥＪｏｕｒｎａｌｏｆＴｒｉｂｏｌｏｇｙ，２０１０，１３２（４）：０４１１０１～０４１１１０．

１１　姜伟，陈学东，严天宏．基于矩阵变换的多刚体系统振动分析符号建模［Ｊ］．机械工程学报，２００８，４４（６）：５４～６０．
ＪｉａｎｇＷｅｉ，ＣｈｅｎＸｕｅｄｏｎｇ，ＹａｎＴｉａｎｈｏｎｇ．Ｓｙｍｂｏｌｉｃｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｒｉｇｉｄｍｕｌｔｉｂｏｄｙｓｙｓｔｅｍｓｆｏｒｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｂａｓｅｄｏｎ
ｍａｔｒｉｘｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２００８，４４（６）：５４～６０．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

１２　罗继伟，罗天宇．滚动轴承分析计算与应用［Ｍ］．北京：机械工业出版社，２００９．
１３　邹经湘，于开平．结构动力学［Ｍ］．２版．哈尔滨：哈尔滨工业大学出版社，２００９．
１４　米良，殷国富，孙明楠，等．基于结合部动力学特性的立柱 主轴系统动力学模型研究［Ｊ］．农业机械学报，２０１１，

４２（１２）：２０２～２０７．
ＭｉＬｉａｎｇ，ＹｉｎＧｕｏｆｕ，ＳｕｎＭｉｎｇｎａｎ，ｅｔａｌ．Ｃｏｌｕｍｎｓｐｉｎｄｌｅｓｙｓｔｅｍｄｙｎａｍｉｃｍｏｄｅｌｂａｓｅｄｏｎｄｙｎａｍｉｃｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｊｏｉｎｔｓ
［Ｊ］．ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＣｈｉｎｅｓｅＳｏｃｉｅｔｙｆｏｒＡｇｒｉｃｕｌｔｕｒａｌＭａｃｈｉｎｅｒｙ，２０１１，４２（１２）：２０２～２０７．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

１５　沃德·海伦，斯提芬·拉门兹，波尔·萨斯．模态分析理论与试验［Ｍ］．白化同，郭继忠，译．北京：北京理工大学出版
社，２００１．

５２２第 ６期　　　　　　　　　　　　　　杨萍 等：考虑力矩平衡的圆锥滚子润滑性能分析


