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３ ＵｒＳＲ６自由度并联机构位置分析
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　　【摘要】　提出一种采用球面 ２自由度五杆作为驱动装置的 ３ ＵｒＳＲ并联机构。对该机构自由度进行了计算，

对机构的位置反解进行了分析和研究，并列出了正解的约束方程组。最后用反解验证了正解的正确性，给出了该

机构的位姿分析的数值仿真实例及图形。
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　　引言

并联机构具有刚度较大、结构稳定、误差小、精

度高、易于实现高速运动和结构简单等优点，近年

来，并联机构的研究有了很大进步
［１］
，多种新型并

联机构被应用，如基于 Ｓｔｅｗａｒｔ平台［２］
的六杆系 ６自

由度并联机构的改进机构、飞行模拟器
［３］
、并联机

床
［４］
、微操作手

［５］
、带球绞的并联机构

［６～７］
；Ｌｅｅ［８］

等研究了用矢量几何和欧拉角来转换运动学与几何

学的关系；另外还有空间 ３自由度并联机构，如 ３
ＰＵＵ［９］、３ ＰＳＳ［１０］等运动形式的平台机构；也有研

究空间多自由度的并联机构，如 ３ ＵｒＲＳ［１１］６自由
度并联机构，这些都是近年来出现的在扩大自由度、

扩大工作空间、简化机构等方面作出较大改进的研

究。本文提出一种３支链６自由度３ ＵｒＳＲ的并联
机构。

１　机构描述

本文提出的三维空间任意运动的并联机构为

３ＵｒＳＲ型机构，图 １是该机构 ＣＡＤ模型，由动平
台、静平台及３条支链组成。图 ２所示为该并联机
构简图，设动、静平台形心分别为 Ｏｐ、Ｏｂ；动、静平台



之间通过３条支链连接，每条支链由２个构件 ＡｉＢｉ、

ＢｉＣｉ分别通过一个球面 ２自由度机构 Ｕ
ｒ
和一个球

面（Ｓ）副和一个转动（Ｒ）副连接而成，其中 Ｃｉ处的
转动（Ｒ）副互相平行（ｉ＝１，２，３）；另外 Ａｉ处的 Ｕ副
见图２和图３；动、静平台上 ＯｐＣｉ和 ＯｂＡｉ分别互呈
１２０°，用 αｉ表示，当 ｉ＝１时，α＝０；当 ｉ＝２时，α＝
２π／３；当ｉ＝３时，α＝－２π／３。如图 １所示，在静平
台上建立定坐标系 ＯｂＸｂＹｂＺｂ，Ｘｂ轴指向 Ａｉ，Ｚｂ轴垂
直于静平台指向动平台；动平台上建立动坐标系

ＯｐＸｐＹｐＺｐ，Ｘｐ轴指向 Ｃｉ，Ｚｐ轴垂直于动平台平面向
上；Ａｉ处结构如图３所示，具有２个自由度，在 Ａｉ建
立静、动坐标系，分别为 ＯｍＸｍＹｍＺｍ和 ＡｉＸｉＹｉＺｉ。

图 １　３ ＵｒＳＲ型机构的 ＣＡＤ模型

Ｆｉｇ．１　ＣＡＤｍｏｄｅｌｏｆ３ ＵｒＳＲ
　

图 ２　机构简图

Ｆｉｇ．２　Ｍｅｃｈａｎｉｓｍｓｋｅｔｃｈ
　

２　机构自由度计算

该机构由 ＡｉＢｉ、ＢｉＣｉ两杆件与动平台连接，共有

构件数 ｎ＝８，运动副数目 ｇ＝９，其中 Ｒ副３个，Ｓ副
３个，Ｕｒ机构３个；由自由度公式［３］Ｆ＝（ｎ－ｇ－１）＋

图 ３　Ｕｒ机构的结构及对应向量

Ｆｉｇ．３　ＳｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆＵｒｐａｉｒａｎｄｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｅｎｃｅｖｅｃｔｏｒ
　

∑
ｇ

ｉ＝１
ｆｉｉ，可求出机构的总自由度；其中 ｆｉ为第 ｉ个运

动副的自由度。由机构知：Ｆ＝６。由此计算结果及
其结构特点知该机构可以实现三维空间的任意运

动，即本机构需要选择６个主动副，根据主动副选定
原则，选择 Ｕｒ机构 Ａｉ（ｉ＝１，２，３）处的６个转动副为
主动副，并刚化之，这时机构的总自由度 Ｆ＝０，满足
主动副存在原则。

３　空间位置分析

３１　位置正解
设 Ｃ１ 点坐标为（ｘＣ１，ｙＣ１，ｚＣ１），Ｃ２ 点坐标为

（ｘＣ２，ｙＣ２，ｚＣ２），Ｃ３点坐标为（ｘＣ３，ｙＣ３，ｚＣ３），Ｂ１点坐
标为（ｘＢ１，ｙＢ１，ｚＢ１），Ｂ２点坐标为（ｘＢ２，ｙＢ２，ｚＢ２），Ｂ３点
坐标为（ｘＢ３，ｙＢ３，ｚＢ３），Ｏｐ点坐标为（ｐｘ，ｐｙ，ｐｚ），构件
ＡｉＢｉ绕 Ｘｉ轴旋转角度 φｉ１，绕 Ｙｉ轴旋转角度 φｉ２如
图３所示。设机构静、动平台的形心到 Ａｉ、Ｃｉ的距
离分别为 Ｒ、ｒ，矢量分别为 Ｒｉ、ｒｉ，杆 ＡｉＢｉ、ＢｉＣｉ长度
分别为 ｌ１、ｌ２，矢量分别为 ＬＡｉＢｉ、ＬＢｉＣｉ（ｉ＝１，２，３），动
平台形心 Ｏｐ的坐标向量 Ｐ；ｓｉ１、ｓｉ２分别为 Ｙｉ、－Ｚｉ的
单位矢量，如图２所示。由图 ２、３可知，当电动机 １
绕 Ｘｉ轴旋转角度 φｉ１时，ｓｉ１＝（０，ｃｏｓφｉ１，ｓｉｎφｉ１），当
电动机２绕 Ｙｉ轴旋转角度 φｉ２时，ｓｉ２＝（－ｓｉｎφｉ２，０，
－ｃｏｓφｉ２），设：ｓ′ｉ３＝ｓｉ１×ｓｉ２，而 ｓｉ３＝ｓ′ｉ３／ｄ为 ｓ′ｉ３的单位

矢量，其中 ｄ＝‖ｓｉ１ ×ｓｉ２‖ ＝ １－ｓｉｎ２φｉ１ｃｏｓ
２φｉ槡 ２，

令：ｘｍ ＝－ｓｉ３，ｙｍ ＝ｓｉ１，而 ｚｍ ＝－ｓｉ３ ×ｓｉ１／ｅ，ｅ＝
‖ｓｉ３×ｓｉ１‖ ＝１。得到

ｂ
ｍＲ＝Ｒ２＝［ｘｍ　ｙｍ　ｚｍ］＝

ｃｏｓφｉ１ｃｏｓφｉ２／ｄ ０ ｓｉｎφｉ２／ｄ

ｓｉｎφｉ１ｓｉｎφｉ２／ｄ ｃｏｓφｉ１ －ｓｉｎφｉ１ｃｏｓφｉ１ｃｏｓφｉ２／ｄ

－ｃｏｓφｉ１ｓｉｎφｉ２／ｄ ｓｉｎφｉ１ ｃｏｓ２φｉ１ｃｏｓφｉ２











／ｄ

则 Ｂｉ点坐标为
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Ｂｉ＝ＬＡｉＢｉ＋Ｒｉ＝

ｌ１ｃｏｓαｉｓｉｎφｉ２／ｄ＋ｌ１ｓｉｎαｉｓｉｎφｉ１ｃｏｓφｉ１ｃｏｓφｉ２／ｄ＋Ｒｃｏｓαｉ
ｌ１ｓｉｎαｉｓｉｎφｉ２／ｄ－ｌ１ｃｏｓαｉｓｉｎφｉ１ｃｏｓφｉ１ｃｏｓφｉ２／ｄ＋Ｒｓｉｎαｉ

ｌ１ｃｏｓ
２φｉ１ｃｏｓφｉ２











／ｄ

因为矢量 ＬＢｉＣｉ的长度为 ｌ２，ＬＣ１Ｃ２、ＬＣ１Ｃ３、ＬＣ２Ｃ３的长度

为槡３ｒ，且 ＬＢ３Ｃ３ＬＣ１Ｃ２＝０，ＬＢ１Ｃ１ＬＣ２Ｃ３＝０，ＬＢ２Ｃ２ＬＣ１Ｃ３＝０，
也即

（ｘＢ１－ｘＣ１）
２＋（ｙＢ１－ｙＣ１）

２＋（ｚＢ１－ｚＣ１）
２＝ｌ２２ （１）

（ｘＢ２－ｘＣ２）
２＋（ｙＢ２－ｙＣ２）

２＋（ｚＢ２－ｚＣ２）
２＝ｌ２２ （２）

（ｘＢ３－ｘＣ３）
２＋（ｙＢ３－ｙＣ３）

２＋（ｚＢ３－ｚＣ３）
２＝ｌ２２ （３）

（ｘＣ２－ｘＣ３）
２＋（ｙＣ２－ｙＣ３）

２＋（ｚＣ２－ｚＣ３）
２＝３ｒ２ （４）

（ｘＣ１－ｘＣ２）
２＋（ｙＣ１－ｙＣ２）

２＋（ｚＣ１－ｚＣ２）
２＝３ｒ２ （５）

（ｘＣ１－ｘＣ３）
２＋（ｙＣ１－ｙＣ３）

２＋（ｚＣ１－ｚＣ３）
２＝３ｒ２ （６）

（ｘＢ１－ｘＣ１）（ｘＣ２－ｘＣ３）＋（ｙＢ１－ｙＣ１）（ｙＣ２－ｙＣ３）＋

（ｚＢ１－ｚＣ１）（ｚＣ２－ｚＣ３）＝０ （７）

（ｘＢ３－ｘＣ３）（ｘＣ１－ｘＣ２）＋（ｙＢ３－ｙＣ３）（ｙＣ１－ｙＣ２）＋

（ｚＢ３－ｚＣ３）（ｚＣ１－ｚＣ２）＝０ （８）

（ｘＢ２－ｘＣ２）（ｘＣ１－ｘＣ３）＋（ｙＢ２－ｙＣ２）（ｙＣ１－ｙＣ３）＋
（ｚＢ２－ｚＣ２）（ｚＣ１－ｚＣ３）＝０ （９）

由式（１）～（９）就可以求出 ９个未知数：ｘＣ１、
ｙＣ１、ｚＣ１、ｘＣ２、ｙＣ２、ｚＣ２、ｘＣ３、ｙＣ３和 ｚＣ３，非线性方程可以采
用数值分析的方法来求解。

３２　位置反解
设动平台形心 Ｏｐ的坐标向量为 Ｐ，动平台绕 Ｘ、

Ｙ、Ｚ轴旋转的 ３个旋转角分别为 η、β、ψ，旋转矩阵
Ｒｗ，Ｃ点的旋转角度为 θｉ。

由单支链机构的位姿矢量关系可得

Ｐ＋ｒｉ＋ＬＢｉＣｉ＝Ｒｉ＋ＬＡｉＢｉ （１０）
其中 Ｐ＝（ｐｘ，ｐｙ，ｐｚ）

ｒｉ＝（ｒｃｏｓαｉ，ｒｓｉｎαｉ，０）
Ｒｉ＝（Ｒｃｏｓαｉ，Ｒｓｉｎαｉ，０）

Ｒｗ＝
ｃｏｓηｃｏｓβ ｃｏｓηｓｉｎβｓｉｎψ－ｓｉｎηｃｏｓψ ｃｏｓηｓｉｎβｃｏｓψ＋ｓｉｎηｓｉｎψ
ｓｉｎηｃｏｓβ ｓｉｎηｓｉｎβｓｉｎψ＋ｃｏｓηｃｏｓψ ｓｉｎηｓｉｎβｃｏｓψ－ｃｏｓηｓｉｎψ
－ｓｉｎβ ｃｏｓβｓｉｎψ ｃｏｓβｃｏｓ









ψ
＝

ｎｘ ｏｘ ａｘ
ｎｙ ｏｙ ａｙ
ｎｚ ｏｚ ａ











ｚ

由式（１０）可得

Ｐ＋ｒｉ＋ＬＢｉＣｉ＝

ｐｘ＋ｒｎｘｃｏｓαｉ＋ｒｏｘｓｉｎαｉ＋ｓｉｎθｉ（ｌ２ｎｘｃｏｓαｉ＋ｌ２ｏｘｓｉｎαｉ）－ｌ２ａｘｃｏｓθｉ
ｐｙ＋ｒｎｙｃｏｓαｉ＋ｒｏｙｓｉｎαｉ＋ｓｉｎθｉ（ｌ２ｎｙｃｏｓαｉ＋ｌ２ｏｙｓｉｎαｉ）－ｌ２ａｙｃｏｓθｉ
ｐｚ＋ｒｎｚｃｏｓαｉ＋ｒｏｚｓｉｎαｉ＋ｓｉｎθｉ（ｌ２ｎｚｃｏｓαｉ＋ｌ２ｏｚｓｉｎαｉ）－ｌ２ａｚｃｏｓθ











ｉ

（１１）

ＬＡｉＢｉ＋Ｒｉ＝

ｌ１ｃｏｓαｉｓｉｎφｉ２／ｄ＋ｌ１ｓｉｎαｉｓｉｎφｉ１ｃｏｓφｉ１ｃｏｓφｉ２／ｄ＋Ｒｃｏｓαｉ
ｌ１ｓｉｎαｉｓｉｎφｉ２／ｄ－ｌ１ｃｏｓαｉｓｉｎφｉ１ｃｏｓφｉ１ｃｏｓφｉ２／ｄ＋Ｒｓｉｎαｉ

ｌ１ｃｏｓ
２φｉ１ｃｏｓφｉ２











／ｄ

（１２）

式（１１）、（１２）分别为式（１０）的左、右两边，令二者相
等且

ｍ１１＝ｐｘ＋ｒｎｘｃｏｓαｉ＋ｒｏｘｓｉｎαｉ＋

ｓｉｎθｉ（ｌ２ｎｘｃｏｓαｉ＋ｌ２ｏｘｓｉｎαｉ）－ｌ２ａｘｃｏｓθｉ－Ｒｃｏｓαｉ
ｍ１２＝ｌ１ｃｏｓαｉ　ｍ１３＝ｌ１ｓｉｎαｉ
ｍ２１＝ｐｙ＋ｒｎｙｃｏｓαｉ＋ｒｏｙｓｉｎαｉ＋

ｓｉｎθｉ（ｌ２ｎｙｃｏｓαｉ＋ｌ２ｏｙｓｉｎαｉ）－ｌ２ａｙｃｏｓθｉ－Ｒｓｉｎαｉ
ｍ３１＝ｐｚ＋ｒｎｚｃｏｓαｉ＋ｒｏｚｓｉｎαｉ＋

ｓｉｎθｉ（ｌ２ｎｚｃｏｓαｉ＋ｌ２ｏｚｓｉｎαｉ）－ｌ２ａｚｃｏｓθｉ

整理得到

φｉ１＝ａｔａｎ２（ｍ１１ｓｉｎαｉ－ｍ２１ｃｏｓαｉ，ｍ３１） （１３）

φｉ２＝ａｔａｎ２（ｍ３１，ｃｏｓ
２φｉ１（ｍ１１ｃｏｓαｉ＋ｍ２１ｓｉｎαｉ））

（１４）
因为 ＬＡｉＢｉ长度为 ｌ１，令 ｋ１＝ｐｘ＋ｒｎｘｃｏｓαｉ＋ｒｏｘｓｉｎαｉ－
Ｒｃｏｓαｉ，ｋ２ ＝ｌ２ｎｘｃｏｓαｉ＋ｌ２ｏｘｓｉｎαｉ，ｋ３ ＝－ｌ２ａｘ，ｋ４ ＝
ｐｙ＋ｒｎｙｃｏｓαｉ＋ｒｏｙｓｉｎαｉ－Ｒｓｉｎαｉ，ｋ５ ＝ｌ２ｎｙｃｏｓαｉ＋
ｌ２ｏｙｓｉｎαｉ，ｋ６ ＝－ｌ２ａｙ，ｋ７ ＝ｐｚ＋ｒｎｚｃｏｓαｉ＋ｒｏｚｓｉｎαｉ，
ｋ８＝ｌ２ｎｚｃｏｓαｉ＋ｌ２ｏｚｓｉｎαｉ，ｋ９＝－ｌ２ａｚ，可得到

ｌ１＝ （ｋ１＋ｋ２ｓｉｎθｉ＋ｋ３ｃｏｓθｉ）
２＋（ｋ４＋ｋ５ｓｉｎθｉ＋ｋ６ｃｏｓθｉ）

２＋（ｋ７＋ｋ８ｓｉｎθｉ＋ｋ９ｃｏｓθｉ）槡
２

也即　２ｃｏｓθｉ（ｋ１ｋ３＋ｋ４ｋ６＋ｋ７ｋ９）＋２ｓｉｎθｉ（ｋ２ｋ１＋

ｋ５ｋ４＋ｋ８ｋ７）＝－（ｋ
２
１＋ｋ

２
４＋ｋ

２
７－ｌ

２
１＋ｌ

２
２）

令 ａ＝２（ｋ１ｋ３ ＋ｋ４ｋ６ ＋ｋ７ｋ９），ｂ＝２（ｋ２ｋ１ ＋ｋ５ｋ４ ＋

ｋ８ｋ７），ｃ＝－（ｋ
２
１＋ｋ

２
４＋ｋ

２
７－ｌ

２
１＋ｌ

２
２），可得

θｉ＝ａｔａｎ２（ｂ，ａ）＋ａｔａｎ２（± ａ２＋ｂ２－ｃ槡
２
，ｃ）

（１５）

４　运动学反解算例

为了验证位置反解的正确性，通过算例来观

察输入和输出的对应关系。对于每组给定的结

构参数值，由于每个 θｉ都有两种结果，将得出 ８
种不同的驱动组合方式，在理论上都是合理组
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合。下面利用两种不同的结构参数组进行位置

反解计算。

已知机构的结构参数 Ｒ＝８０ｍｍ、ｒ＝６０ｍｍ、
ｌ１＝８０ｍｍ、ｌ２＝８０ｍｍ，动平台中心坐标为Ｐ＝（０，０，
１００）；动平台绕 Ｘ、Ｙ、Ｚ轴旋转的 ３个欧拉角分别
为 η＝０、β＝０、ψ＝π／６。

经过反解求解过程，最后由式（１３）～（１５）得到
两组解，分别为

θ１＝θ２＝θ３＝０８４９０

φ１１＝φ２１＝φ３１＝－０９０５０

φ１２＝φ２２＝φ３２
{

＝０１９１６

θ１＝θ２＝θ３＝－０６６３９

φ１１＝φ２１＝φ３１＝－０１４３７

φ１２＝φ２２＝φ３２
{

＝－１０８０３
通过上面位置反解公式可求得 ８种不同组合

解，如图４所示。
用反解来验证正解过程，取其中一组验证θｉ＝

０８４９０、φｉ１＝－０９０５０、φｉ２＝０１９１６，获得 Ｂ点坐标，
代入式（１）～（９）可得 ９个未知数，分别为 ｘＣ１ ＝
５１９６１５、ｙＣ１＝３０、ｚＣ１＝１００、ｘＣ２＝－５１９６１５、ｙＣ２ ＝

３０、ｚＣ２＝１００、ｘＣ３＝ －３５５２７×１０
－１４
、ｙＣ３ ＝－６０和

ｚＣ３＝１００；得出与反解的值一致。

图 ４　８组解对应的动平台位姿

Ｆｉｇ．４　Ｍｏｖｅｐｌａｔｆｏｒｍｓｏｆｅｉｇｈｔｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｅｎｃｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓ
　

５　结论

（１）提出了３ ＵｒＳＲ平台机构，６个自由度平
均分配在３个支链上，减少了各个杆件之间的干涉，
改善了机构的灵活度差的问题，增大了工作空间。

（２）得出了正解的封闭解形式。
（３）利用数值方法对机构的正反解进行了验证：

根据反解得出空间１个点对应２个 θｉ，而 θｉ与 φｉ２、φｉ１
不同组合就可以得到８组不同的解，同时用数值方法
求出正解与反解一致，验证了正反解的正确性。
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１３　胡昌军，钱瑞明，史雷．基于回转车床的正多面体车削及刀尖轨迹仿真［Ｊ］．农业机械学报，２００９，４０（１２）：２５５～

２６０．

ＨｕＣｈａｎｇｊｕｎ，ＱｉａｎＲｕｉｍｉｎｇ，ＳｈｉＬｅｉ．Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｎｒｅｇｕｌａｒｐｏｌｙｇｏｎｆｏｒｍｉｎｇａｎｄｌｏｃｕｓｏｆｋｎｉｆｅｐｏｉｎｔｂａｓｅｄｏｎｒｏｔａｒｙｃｕｔｔｉｎｇ

ｍａｃｈｉｎｅｔｏｏｌ［Ｊ］．ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＣｈｉｎｅｓｅＳｏｃｉｅｔｙｆｏｒＡｇｒｉｃｕｌｔｕｒａｌＭａｃｈｉｎｅｒｙ，２００９，４０（１２）：２５５～２６０．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）
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