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轮系运动分析的构件元法

王成志　许志龙
（集美大学机械工程学院，厦门 ３６１０２１）

　　【摘要】　用构件元的概念推导了轮系中齿轮与系杆的构件元，特别是推导出用齿数表示的雅可比元，分析了

轮系中的封闭环，总结出 ３种轮系基本封闭环。通过引入有效因子，可用雅可比元按基本封闭环建立整个轮系的

雅可比矩阵，求解线性方程组，就得出各构件的角速度。提出的方法无需区分基本轮系，无需绘制箭头，具有极强

的模块性，手工计算和计算机自动求解都非常方便，适用于各类复杂轮系。
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　　引言

轮系应用极为广泛，设计与分析中常常涉及对

其进行运动分析，特别是传动比分析。结构复杂而

紧凑的轮系的运动分析相对困难。传统的方法通常

要先将复杂复合轮系划分成定轴轮系和基本的周转

轮系，分别列出各基本轮系的传动比方程，建立它们

之间的关系后联立求解得到所需结果。这种方法需

对复杂轮系结构进行分析，用绘制箭头标定方向，对

周转轮系常采用转化轮系法分析运动，概念不容易

掌握，容易出错。因此，轮系运动分析一直受到关

注，众多学者提出了许多轮系传动比计算的方法，如

力矩法、图论法
［１］
、列表法

［２］
、复数矢量法

［３］
、速度

瞬心法
［４］
、图形解析法

［５］
等。

本文以矢量法为基础，将文献［６］中提出的构
件元概念应用到轮系，分析轮系中各种构件的构件

元和基本封闭环，用构件元法建立轮系的运动方程

组，从而求出各构件之间的角速度关系。

１　构件元运动分析基本原理

按矢量法，机构有以下形式的位置方程

Ａ＝［Ａ１，Ａ２，…，Ａｏ，…，ＡＬ］
Ｔ＝０ （１）
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Δ
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式中　Ａｏ———封闭环 ｏ的位置方程
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Ａｊ———封闭环经过构件 ｊ的矢量元
Ｌ———机构独立封闭环数
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式中　———Ｎ个待求位置参数
ｑ———Ｆ个已知位置参数
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比速度矩阵
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———机构已知参数的雅可比矩阵和雅可

比速度矩阵

整个机构的雅可比矩阵和雅可比速度矩阵是由

各个独立封闭环组合形成的，即
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根据文献［６］可知，机构某个封闭环 ｏ的雅可
比子阵和雅可比速度子阵为
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其中

Ｕｊ＝［ｕｋｍ］Ｃ×ＴＵ　（ｋ＝１，２，…，Ｃ；ｍ＝１，２，…，ＴＵ）

（８）
Ｋｊ＝［ｋｇｆ］Ｃ×ＴＫ　（ｇ＝１，２，…，Ｃ；ｆ＝１，２，…，ＴＫ）

（９）

ｕｋｍ＝
１ （当封闭环经过构件 ｊ且构件的第 ｋ个
变量对应机构的第 ｍ个未知变量时）

０ （其他
{

）

ｋｇｆ＝
１ （当封闭环经过构件 ｊ且构件的第 ｇ个
变量对应机构的第 ｆ个已知变量时）

０ （其他
{
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式中　ｎ———机构总构件数
ＴＵ———整个机构的未知变量数
ＴＫ———整个机构的已知变量数
Ｃ———构件 ｊ在封闭环中所含变量数

Δ

Ｊｊ、

Δ

Ｊ
·

ｊ———构件 ｊ的雅可比元（一阶雅可比
元）和雅可比速度元（二阶雅可

比元）

Ｕｊ———构件未知变量有效因子矩阵
Ｋｊ———已知变量有效因子矩阵

因此，构件元运动分析的求解关键是：确定各类

构件在各种形态下的的构件元（矢量元

Δ

Ａｊ、雅可比

元

Δ

Ｊｊ和雅可比速度元

Δ

Ｊ
·

ｊ）和分析整个轮系中独立

的封闭环。根据式（６）、（７）得到各个独立封闭环的
雅可比矩阵和雅可比速度矩阵，再由式（４）、（５）列
出整个轮系的雅可比矩阵和雅可比速度矩阵，从而

根据式（２）、（３）求解线性方程组，解出各构件的角

速度 
·

和角加速度 
··

。

２　齿轮和系杆的构件元

２１　轮系构件元基本公式推导
在轮系中一般只有 ３类构件：齿轮、系杆（行星

架或转臂）和机架。假设一个封闭环中经过构件的

矢量为 ｌ，则矢量元为

Δ

Ａ＝ｌ＝ｌｅ
ｉ

（１０）
式中　———矢量 ｌ的位置角

ｌ———矢量 ｌ的长度
根据文献［６］，将矢量元对变量 求偏导，得到

雅可比元

Δ

Ｊ＝ｌ

＝ｌｉｅ

ｉ＝ｌｅ
ｉπ２ｅ

ｉ
（１１）

分两种情况：①在圆柱齿轮组成的轮系（平面
轮系）中，上述各矢量元是相互平行的（图 １ａ中的
２＝１８０°＋１，图 １ｂ、１ｃ的 ２＝１，图 １中的 ３＝
１８０°＋１，图 １ａ中 Ｈ ＝１８０°＋１，图 １ｂ中 Ｈ ＝

１）。②式（１１）中 ｉ＝ｅ
ｉπ２是指与矢量 ｌ垂直，表示齿

轮啮合点的线速度，因此在圆锥齿轮组成的轮系中，

啮合齿轮的线速度也是相互平行的。所以在一个封

闭环中，代入各矢量正负号后，可以消去 ｅ
ｉπ２ｅ

ｉ
，得

到轮系中构件的雅可比元

Δ

Ｊ＝［±ｌ］ （１２）
式（１１）对时间求导，得到雅可比速度元

Δ

Ｊ
·

＝ｌｉｄｅ
ｉ

ｄｔ
＝－ｌωｅｉ （１３）

式中　ω———构件的角速度
式（１３）表示节点处的向心加速度，负号表示方

向与 ｌ相反。向心加速度不对角加速度的传递产生
影响。因此，如果只分析轮系的角运动传递，可以认

为轮系中任何构件的雅可比速度元为

Δ

Ｊ
·

＝［０］
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由于

Δ

Ｊ
·

＝［０］，组成整个机构的雅可比速度矩

阵时，有 Ｊ
·

＝［０］和 Ｂ
·

＝［０］。因此，对于齿轮传动，
如果求出了齿轮的角速度计算公式，比较式（２）和
式（３）可知，将角速度计算公式的各齿轮的角速度
替换为对应齿轮的角加速度，就直接得到角加速度

的计算公式。所以，下面不再讨论轮系的角加速度

计算。

利用矢量元和式（１）可以确定轮系的一个封闭
环中各轮的齿数关系。但矢量元对构件的角速度计

算没有直接影响。所以，下面仅讨论各构件的用齿

数表示的雅可比元。

图 １　轮系的基本封闭环

Ｆｉｇ．１　Ｂａｓｉｃｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｏｆｇｅａｒｔｒａｉｎ
（ａ）Ⅰ型　（ｂ）Ⅱ型　（ｃ）Ⅲ型

　
２２　用齿数表示的雅可比元
２２１　圆柱齿轮组成的轮系

构件元与矢量经过的路径相关。圆柱齿轮组成

的轮系各矢量的正向规定：外齿轮从轴心指向节点

为正，内齿轮从节点指向轴心为正；连接两外齿轮的

系杆（或机架）矢量，以从连接齿轮（行星轮）的回转

轴心沿径向指向系杆的回转中心为正；而连接一外

齿轮和一内齿轮的系杆的矢量，从系杆的回转中心

沿径向指向连接齿轮（行星轮）的回转轴心为正。

根据封闭回路中矢量经过的路径，经过齿轮的

矢量可以是由齿轮轴心沿径向指向节点的半径矢量

ｒ，其长度为齿轮节圆半径 ｒ；也可以是从一个节点指
向另一个节点的直径矢量 ２ｒ，这时的长度为齿轮节
圆直径２ｒ。将系杆看作是由一个轴心沿径向指向
另一个轴心的杆矢量，其长度是其连接的太阳轮与

行星轮半径的代数和。所以，在一个独立封闭环中，

如果封闭环只经过相互啮合的齿轮（包括连接这两

个齿轮的系杆），则方程中可以消去共同的参数

ｍｃｏｓα／（２ｃｏｓα′）（ｍ是齿轮模数，α和 α′分别是齿轮
压力角和啮合角）（因此，以下节圆与分度圆的概念

不再区分）。

根据式（１２）得到用齿轮齿数表示的齿轮雅可
比元为

Δ

ＪＧｅａｒ＝［±ｋｚ］ （１４）
式中　ｋ———齿轮矢量长系数，当矢量取齿轮节圆半

径时，ｋ＝１；当矢量取齿轮节圆直径时，
ｋ＝２

其中外齿轮取“＋”，内齿轮取“－”。
同样，由式（１２）得到系杆的雅可比元为

Δ

ＪＣａｒｒｉｅｒ＝［±（ｚ１±ｚ２）］ （１５）
式中第１个“±”表示在封闭环中，系杆连接两个外
齿轮（Ｉ型），取“－”；系杆连接一个外齿轮和一个内
齿轮（ＩＩ型），取“＋”。第２个“±”表示 ｚ１为内齿轮
时，取“－”，否则取“＋”。

在封闭环中机架的角速度等于零，其雅可比元

Δ

ＪＦｒａｍｅ＝［０］，所以可不考虑。
各雅可比元正负号的规定也可以从图１中各矢

量的 ｅｉ关系中推导出来。注意：同一个系杆在不同
的封闭环中，可能取不同的正负号。例如，在图 ２
中，如果是内齿轮３、外齿轮２和系杆 Ｈ组成的封闭
环 Ｏ２ＢＣＯ２，则系杆的雅可比元取正；若是外齿轮 １、
外齿轮 ２和系杆 Ｈ组成的封闭环 Ｏ１ＡＢＯ２Ｏ１，则系
杆的雅可比元取负。

因此，图１ａ中各构件的雅可比元为

Δ

Ｊ１＝［ｚ１］　

Δ

Ｊ２＝［ｚ２］　

Δ

ＪＨ＝［－（ｚ１＋ｚ２）］
图１ｂ中各构件的雅可比元为

Δ

Ｊ２＝［ｚ２］　

Δ

Ｊ３＝［－ｚ３］　

Δ

ＪＨ＝［ｚ３－ｚ２］
图１ｃ中各构件的雅可比元为

Δ

Ｊ１＝［ｚ１］　

Δ

Ｊ２＝［２ｚ２］　

Δ

Ｊ３＝［－ｚ３］
后面讨论时，有时在构件元上加注下标表示连

接的运动副的路径，加注上标表示构件代号。如：

Δ

Ｊ５ＡＢ表示构件 ５中路径为连接 Ａ、Ｂ两运动副的雅
可比元。如果不要指明路径，则用下标表示构件代

号，如

Δ

Ｊ５。
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图 ２　周转轮系的封闭环及轮系连接图

Ｆｉｇ．２　Ｃｌｏｓｅｌｏｏｐｏｆａｎｅｐｉｃｙｌｉｃｇｅａｒｔｒａｉｎａｎｄ

ｔｈｅｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇｇｒａｐｈ
（ａ）轮系简图　（ｂ）轮系连接图

　

２２２　圆锥齿轮组成的定轴轮系
２２１节中讨论的齿轮雅可比元适用于定轴轮

系以及复合轮系中的定轴轮系中的圆锥齿轮（实际

也适用于蜗轮蜗杆），即

Δ

ＪＢＧｅａｒ＝［ｚ］
２２３　圆锥齿轮组成的周转轮系

如图３ａ所示，规定行星轮相对系杆的角速度

ωＨ２方向是从行星轮轴心指向系杆的回转轴心。当
有两个行星轮且与中心轮啮合点分别位于系杆回转

轴心的两侧（图３ｂ），则规定任意从一个行星轮轴心
指向系杆的回转轴心作为 ωＨ２的正向。两个中心轮
及系杆的转向相同，即矢量 ω１、ω３、ωＨ方向相同；它
们的正向规定：在圆锥行星轮上画出箭头表示其回

转方向，把该箭头指向的中心轮规定为主中心轮

（图 ３中的轮 １），则从主中心轮的小端指向大端的
方向规定为 ω１、ω３、ωＨ 角速度的正向。在此规定
下，分别得到中心轮、系杆和行星轮的雅可比元

Δ

ＪＳｕｎＧｅａｒ＝［ｚ］ （１６）

Δ

ＪＣａｒｒｉｅｒ＝［－ｚＳ］ （１７）

Δ

ＪＰｌａｎｅｔａｒｙ＝［（－１）
ｖ＋１ｚ］ （１８）

式中　ｖ———指向啮合点的箭头数
ｚＳ———封闭环中与行星轮啮合的中心轮齿数

按规定的齿轮旋转方向分别在各齿轮上画出箭

头表示其回转方向，ｖ表示指向啮合点的箭头数。
例如，图２中 Ａ啮合点，ｖ＝２；图２ａ的 Ｂ啮合点，ｖ＝
１；图２ｂ的 Ｂ啮合点，ｖ＝０。

此时系杆的雅可比元取轮系封闭回路中与行星

轮相啮合的中心轮齿数 ｚＳ。
因此，图３的封闭环Ⅰ中各构件的雅可比元为

Δ

Ｊ１＝［ｚ１］　

Δ

Ｊ２＝［－ｚ２］　

Δ

ＪＨ＝［－ｚ１］
图３ａ的封闭环Ⅱ中各构件的雅可比元为

Δ

Ｊ３＝［ｚ３］　

Δ

Ｊ２＝［ｚ２］　

Δ

ＪＨ＝［－ｚ３］

图 ３　由锥齿轮组成的周转轮系

Ｆｉｇ．３　Ｅｐｉｃｙｌｉｃｇｅａｒｔｒａｉｎｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇｏｆｂｅｖｅｌｇｅａｒｓ
（ａ）啮合点位于系杆回转轴心的同侧

（ｂ）啮合点位于系杆回转轴心的两侧
　

图３ｂ的封闭环Ⅱ中各构件的雅可比元为

Δ

Ｊ３＝［ｚ３］　

Δ

Ｊ２＝［－ｚ′２］　

Δ

ＪＨ＝［－ｚ３］
按上面构件元代入式（２）求出的行星轮角速度

是行星轮相对系杆的角速度 ωＨ２。可以根据角速度
多边形求行星轮的绝对角速度。由上面各构件角速

度方向规定，画出角速度多边形（图 ３ａ右图），得到
圆锥行星轮的绝对角速度为

ω２＝ （ωＨ２）
２＋（ωＨ）

２－２ωＨ２ωＨｃｏｓ槡 γ （１９）

β (＝ａｒｃｓｉｎ
ωＨ
ω２
ｓｉｎ )γ （２０）

式中　β———行星轮实际瞬时回转轴线与行星轮轴
心线的夹角

γ———行星轮轴心线与系杆回转轴线的夹角
各角速度的实际方向与假定方向相同用正值、

相反方向用负值代入公式，行星轮的实际角速度方

向依据角速度多边形来确定。

轮系各构件的雅可比元总结如表１所示。

３　轮系封闭环分析

３１　轮系的连接图
为了便于观察与分析，轮系的回路不适合画成

图１中相互平行的线条。轮系的回路可以采用各种
形式。为便于用文献［７］的计算机自动分析独立回
路的方法，参考文献［８］将齿轮机构齿轮连接成平
面连杆机构，这里将其称为轮系连接图。在轮系连

接图中，根据齿轮与其他构件连接情况，将齿轮绘制

成直杆或多边形，回转副仍用○表示，而两个外齿轮
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表 １　齿轮及系杆的雅可比元

Ｔａｂ．１　Ｊａｃｏｂｉａｎｕｎｉｔｓｏｆｇｅａｒａｎｄｐｌａｎｅｔｃａｒｒｉｅｒ

　轮系类型 齿轮和系杆类型 雅可比元

Δ

Ｊ

平面轮系及

外齿轮 ［ｋｚ］

定轴空间轮系

内齿轮 ［－ｚ］

系杆 ［－（ｚ１＋ｚ２）］（Ⅰ型）

［ｚ１－ｚ２］（Ⅱ型）

中心轮 ［ｚ］

锥齿轮周转轮系 行星轮 ［（－１）ｖ＋１ｚ］

系杆 ［－ｚＳ］

　　注：Ⅰ型中 ｚ１、ｚ２是外齿轮齿数；Ⅱ型中 ｚ１是内齿轮齿数，ｚ２是

外齿轮齿数。

相啮合的齿轮副用◎表示，内齿轮与外齿轮啮合的
齿轮副用表示。机架用带阴影的直线段表示。例
如，图 ２ａ的周转轮系可以转换为图 ２ｂ所示的轮系
连接图。

一个复杂的轮系通常由多个且相互独立的封闭

环组成。机构独立封闭环的个数为

ｔ＝ｐ－ｎ＋１ （２１）

式中　ｔ———机构独立封闭环数
ｐ———机构运动副数

实际上，图１ｃ可以看成是图１ａ和图 １ｂ合成组
成的。因此，图 ２中有 ３个封闭环 Ｏ１ＡＢＯ２Ｏ１（Ⅰ
型）、Ｏ２ＢＣＯ２（Ⅱ型）和 Ｏ１ＡＣＯ２Ｏ１（Ⅲ型），但独立封
闭环仅有２个。

３２　轮系的３种基本封闭环

根据式（１），构件元法以封闭环作为运动分析
的基础。但在轮系（定轴轮系、周转轮系和复合轮

系）中，为了直接利用齿轮齿数表示的雅可比元，必

须要求封闭环经过的齿轮是相互啮合的，也就是必

须是图１所示的３种形式。这里将其称为轮系的基
本封闭环，分别称为Ⅰ型、Ⅱ型和Ⅲ型基本封闭环。
在轮系连接图中，由不同构件组成的三边形或四边

形就是轮系的基本封闭环。除回转副外，Ⅰ型基本
封闭环中不含齿轮副，但含一个◎；Ⅱ型含一个
；Ⅲ型含一个和一个◎。即根据运动副符号直
接可确定基本封闭环型式，便于计算机处理。图 ３
的圆锥齿轮周转轮系的封闭环都属于Ⅰ型。

由于只允许相啮合的齿轮才构成基本封闭环，

因此也可直接从机构简图中判断出基本封闭环，而

不必绘制轮系连接图，参见图 ２ａ；如果要用计算机
进行自动独立基本封闭环分析，可参考文献［７］的
方法，但将该文中“与机架相连优先、含主动件优

先”等优选原则改成：由不同构件组成，至少有一对

齿轮副相啮合的三边形或四边形作为优先选择的独

立封闭环。

４　复杂轮系运动分析示例

本文讨论的构件元法适用于由圆柱齿轮、圆锥

齿轮和蜗轮蜗杆组成的各类轮系（定轴轮系、周转

轮系和复合轮系）的运动分析。计算时，若有多个

主动件，可假定某一旋转方向为正，相反方向用负值

代入公式，求得的未知量的转向也依据计算结果的

正负号来确定其转向。以下举３例说明本方法的应
用。

例１：求图４ａ所示轮系中各构件的角速度。设
已知各轮的齿数和齿轮１的角速度 ω１。

该轮系 ｎ＝７，ｐ＝１１，根据式（２１），其独立封闭
环数 ｔ＝５。直接观察图４ａ的简图或图４ｂ的轮系连
接图，容易找出 ５个独立的封闭环分别为：Ｏ１ＡＢＯ１
（Ⅱ型）、ＢＣＥＢ（Ⅲ型）、ＥＤＦＥ（Ⅱ型）、ＦＧＪＦ（Ⅰ型）
和 ＨＧＪＨ（Ⅲ型）。

图 ４　双重周转轮系

Ｆｉｇ．４　Ｄｏｕｂｌｅｅｐｉｃｙｃｌｉｃｇｅａｒｔｒａｉｎ
（ａ）轮系简图　（ｂ）轮系连接图

　
构件 １是主动件，ＴＵ ＝５，ＴＫ ＝１，Ｃ＝１。ｑ

· ＝

［ω１］
Ｔ
，
·

＝［ω２，ω３，ω４，ω５，ω６］
Ｔ
，
·

、ｑ· 中各变量的
顺序，就构成了整个构件的已知和未知变量的顺序，

利用有效因子 Ｕ、Ｋ就可以将各构件元按这个顺序
加入到 Ｊ、Ｂ对应的列中。
封闭环 Ｏ１ＡＢＯ１

Δ

Ｊ１Ｏ１Ａ＝［－ｚ１］　

Δ

Ｊ２ＡＢ＝［ｚ２］　

Δ

Ｊ４ＢＩ＝［ｚ１－ｚ２］
封闭环 ＢＣＥＢ

Δ

Ｊ２ＢＣ＝［ｚ′２］　

Δ

Ｊ３ＣＥ＝［２ｚ３］　

Δ

Ｊ４ＥＢ＝［－ｚ４］
封闭环 ＥＤＦＥ

Δ

Ｊ３ＥＤ＝［ｚ３］　

Δ

Ｊ４ＦＥ＝［－ｚ４］　

Δ

Ｊ５ＤＦ＝［ｚ′２＋ｚ３］
封闭环 ＦＧＪＦ

Δ

Ｊ４ＪＦ＝［－（ｚ５＋ｚ６）］　

Δ

Ｊ５ＦＧ＝［ｚ５］　

Δ

Ｊ６ＧＪ＝［ｚ６］
封闭环 ＨＧＪＨ

Δ

Ｊ５ＨＧ＝［２ｚ５］　

Δ

Ｊ６ＧＪ＝［ｚ６］　

Δ

ＪＪＨ＝［０］
有效因子矩阵

Ｕ２＝［１　０　０　０　０］　Ｕ３＝［０　１　０　０　０］
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Ｕ４＝［０　０　１　０　０］　Ｕ５＝［０　０　０　１　０］
Ｕ６＝［０　０　０　０　１］　Ｋ１＝［１］

由式（６）、（４），可以组成整个机构的 Ｊ、Ｂ为

Ｊ＝

ｚ２ ０ ｚ１－ｚ２ ０ ０

ｚ′２ ２ｚ３ －ｚ４ ０ ０

０ ｚ３ －ｚ４ ｚ′２＋ｚ３ ０

０ ０ －（ｚ５＋ｚ６） ｚ５ ｚ６
０ ０ ０ ２ｚ５ ｚ

















６

　Ｂ＝

－ｚ１















０
０
０
０

由式（２），有
［ω２，ω３，ω４，ω５，ω６］

Ｔ＝－Ｊ－１Ｂ［ω１］
Ｔ

解得

ω２
ω３
ω４
ω５
ω

















６

＝

Ｍ１
－ｚ′２（ｚ′２ｚ５＋ｚ３ｚ５＋ｚ′２ｚ６＋ｚ３ｚ６＋ｚ４ｚ５）／ｚ３

－ｚ′２ｚ５
ｚ′２（ｚ５＋ｚ６）

－２ｚ′２ｚ５（ｚ５＋ｚ６）／ｚ

















６

ｚ１ω１
Ｍ

其中　Ｍ１＝２ｚ′２ｚ５＋２ｚ３ｚ５＋２ｚ′２ｚ６＋２ｚ３ｚ６＋３ｚ４ｚ５＋ｚ４ｚ６
Ｍ＝３ｚ２ｚ′２ｚ５－ｚ１ｚ′２ｚ５＋２ｚ２ｚ３ｚ５＋２ｚ２ｚ′２ｚ６＋

２ｚ２ｚ３ｚ６＋３ｚ２ｚ４ｚ５＋ｚ２ｚ４ｚ６

求得的未知量的转向依据计算结果的正负号来

确定其与 ω１转向是否相同。
例２：求如图 ５ａ所示复合轮系各构件的角速

度。设已知各轮的齿数和齿轮 １、３的角速度 ω１、
ω３。

图 ５　含定轴轮系的复合轮系

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｍｐｏｕｎｄｇｅａｒｔｒａｉｎｃｏｎｓｉｓｔｅｄｏｆｆｉｘｅｄ

ａｘｉｓｇｅａｒｔｒａｉｎ
（ａ）轮系简图　（ｂ）轮系连接图

　

本例是由含圆锥齿轮和蜗轮蜗杆的定轴轮系和

基本周转轮系组成的复合轮系。

例１的求解过程是按便于计算机处理的步骤进
行的。本例将采用直接观察法建立 Ｊ、Ｂ矩阵。由
于每个构件只有一个角速度变量，因此整个机构的

雅可比矩阵 Ｊ中每列代表未知角速度的构件，Ｂ中
每列则代表已知角速度的构件，而每行代表一个独

立的封闭环。因此，可以在对应封闭环和对应构件

位置上直接写入该构件的雅可比元，从而快速列出

Ｊ、Ｂ矩阵。而且，一个基本封闭环组成的角速度运
动方程只由３项组成，也就是在式（２）中，每行（包
括 Ｊ、Ｂ）仅有 ３个元素是非零的（如果基本封闭环
中有一矢量是机架，则只有 ２个元素是非零），其余
元素都等于零。由此，可初步检查列出的方程是否

正确。

该轮系 ｎ＝７，ｐ＝１１，得到 ｔ＝５。直接观察简图
或根据图５ｂ的轮系连接图，可容易找出５个独立的
基本封闭环分别为：ＯＡＣＤＯ（Ⅰ型）、ＯＢＣＤＯ（Ⅱ型）
（或Ⅲ型 ＯＡＢＯ）、ＤＥＦＤ（Ⅰ型）、ＦＧＨＦ（Ⅰ型）和
ＨＩＪＨ（Ⅰ型）。构件 １、３是主动件，ＴＵ ＝５，ＴＫ＝２，

Ｃ＝１。
·

＝［ω２，ω４，ω５，ω６，ω７］
Ｔ
，ｑ· ＝［ω１，ω３］

Ｔ
。以

列分别代表未知运动的构件 ２、４、５、６、７，行分别代
表以上的封闭环，根据表１直接列出轮系的 Ｊ为

Ｊ＝

ｚ２ －（ｚ１＋ｚ２） ０ ０ ０

ｚ２ ｚ３－ｚ２ ０ ０ ０

０ ｚ４ ｚ５ ０ ０

０ ０ ｚ′５ ｚ６ ０

０ ０ ０ ｚ′６ ｚ

















７

同样，以列分别代表主动构件 １、３，行代表封闭
环，由表１直接列出整个轮系的 Ｂ为

Ｂ＝

ｚ１ ０

０ －ｚ３
０ ０
０ ０















０ ０

由式（２），有
［ω２，ω４，ω５，ω６，ω］

Ｔ＝－Ｊ－１Ｂ［ω１，ω３］
Ｔ

解得

ω２
ω４
ω５
ω６
ω

















７

＝

［ｚ１ω１（ｚ２－ｚ３）＋ｚ３ω３（ｚ１＋ｚ２）］／ｚ２
ω１ｚ１＋ω３ｚ３

－ｚ４（ω１ｚ１＋ω３ｚ３）／ｚ５
ｚ４ｚ′５（ω１ｚ１＋ω３ｚ３）／（ｚ５ｚ６）

－ｚ４ｚ′５ｚ′６（ω１ｚ１＋ω３ｚ３）／（ｚ５ｚ６ｚ７

















）

１
ｚ１＋ｚ３

由于该轮系轴线不相互平行，求解得到角速度

的正负号并不代表其转向（若轮系中有相互平行的

轴线，则仍然可以用正负号代表转向），其转向要根

据绘制箭头来决定。

例３：求如图 ６所示轮系各构件的转速。设已
知 ｚ１＝２３，ｚ２＝５１，ｚ′２＝１８，ｚ３＝９２，ｚ′３＝４０，ｚ４＝４０，
ｚ′４＝１７，ｚ５＝３３，ｎ１＝１５００ｒ／ｍｉｎ。

先假定圆锥行星齿轮 ４相对系杆 Ｈ的转向，其
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图 ６　含锥齿轮的周转轮系

Ｆｉｇ．６　Ｅｐｉｃｙｌｉｃｇｅａｒｔｒａｉｎｃｏｎｓｉｓｔｅｄｏｆｂｅｖｅｌｇｅａｒｓ
（ａ）轮系简图　（ｂ）转速多边形

　
箭头所指的中心轮 ３′是主中心轮，按前面规定，得
出中心轮 ３′、５和系杆 Ｈ的假设转向如图 ６所示。
４个独立的基本封闭环分别为：Ｏ１ＡＢＯ１、Ｏ２ＢＣＯ２、
Ｏ２ＤＥＯ２和 Ｏ３ＦＥＯ３。根据表１直接列出方程组
ｚ２ ０ ０ －（ｚ１＋ｚ２）

ｚ′２ －ｚ３ ０ ｚ３－ｚ′２
０ ｚ′３ （－１）３ｚ４ －ｚ′３
０ ０ （－１）２ｚ′４ －ｚ













５

ｎ２
ｎ３
ｎＨ４
ｎ













Ｈ

＝－

ｚ１













０
０
０

ｎ１

解得

ｎ２
ｎ３
ｎＨ４
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代入齿数及轮 １转速（注意 ｎ１与假定的 ｎ３方向相
反，所以要以负值代入）。求出

［ｎ２，ｎ３，ｎ
Ｈ
４，ｎＨ］

Ｔ＝

［７８０１１２，２１００８４，１３８６５５，７１４２９］Ｔ

各值正号表示实际转向与原假定方向相同，但

与 ｎ１方向相反。画出行星轮 ４的转速矢量多边形
（图６ｂ），将上述值代入式（１９）、（２０），得行星轮 ４
的实际转速 ｎ４ ＝１５５９７２ｒ／ｍｉｎ及方向角 β为
２７２５５３°

从上述过程可以看出，本方法模块性强，整个过

程特别方便计算机自动分析与处理。

５　结论

（１）提出了以轮系的最基本单元———齿轮与系
杆，作为轮系运动方程建模单元的构件元法。具有

很强的规律性，概念清晰，简单直观。无需区分其轮

系组成，除空间轮系外，平面轮系无需绘制箭头，很

方便地列出复杂轮系的运动方程，特别适用于计算

机自动建模分析。

（２）轮系有 ３种形式的基本封闭环，其特点是
在基本封闭环中齿轮相互啮合。利用轮系连接图分

析，方便计算机自动分析独立基本封闭环。

（３）适用于任何复杂的定轴轮系、周转轮系、复
合轮系等的运动分析。
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