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柔性并联机器人动力学建模
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　　【摘要】　针对一般柔性并联机器人动力学模型，提出了一种精确而简单的动力学建模方法。根据并联机器人

结构特点，将其划分为若个刚性子结构和弹性子结构，形成一个刚柔结合的系统。静平台和动平台相对其他构件

变形较小，将它们作为刚性子结构，各个支链作为弹性子结构。分别建立各子结构的动力学方程，弹性子结构采用

有限元法和模态综合法建立其动力学方程；考虑各个柔性支链弹性变形对刚性子结构的影响，建立刚性子结构动

力学方程；推导出相邻的刚性子结构和弹性子结构之间的几何约束关系。通过相邻子结构的协调矩阵，将各个子

结构的方程进行装配形成系统的弹性动力学方程。通过一种高速并联机械手的动力学特性比较分析，表明该方法

的正确性和可行性。由于引入刚性子结构和采用了模态综合法，减少了系统自由度数，从而简化了计算模型，为柔

性并联机器人提供一种实用的建模方法。
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　　引言

并联机器人具有高速度、高精度、高承载能力等

特点。目前，对并联机器人的研究主要基于运动学

和刚体动力学分析
［１～２］

，工程实践表明，这种分析方

法对于中、低速系统通常是适宜的。现代机械向高

速、精密、轻型等方向发展，必须考虑并联机器人中

构件的变形。因为构件的弹性变形影响原设计的精

度并会导致整个机器人的冲击、噪声和疲劳，所以柔

性并联机器人的研究具有重要的理论和实际意

义
［１～２］

。

柔性并联机器人是一个多闭环、多柔体的非线

性动力学系统，其动力学方程的建立和动力学性能

的分析较困难
［３～８］

。柔性并联机器人动力学建模方

面的研究还很不足，为了更有效地进行弹性动力学

分析，设计出动力学性能最优的并联机器人和主动

振动控制器，必须建立精确而简单的动力学模型。

本文以一般的柔性并联机器人为研究对象，根

据并联机器人的结构特点，将其划分成一个刚体和

柔性体结合的系统，分别建立它们的动力学方程，推

导它们之间的几何约束关系，推导系统的弹性动力

学方程。

１　系统动力学方程

柔性并联机构是一个多闭环、多体的非线性动

力学系统，其动力学建模比刚性并联机器人和柔性

串联机器人复杂。在建模过程中，应该考虑以下因

素：并联机构的结构特点是由若干独立运动支链、静

平台和动平台组成。柔性并联机构运动包括刚体和

弹性变形运动。在柔性并联机构中，为了简化模型

视某些构件为刚体，所以它是由刚体和弹性体组成

的多体系统。将结构尺寸大、刚度高的构件或部件

作为刚性子结构；将有较大弹性变形的杆件或杆件

组作为弹性子结构。根据轻型并联机构的结构和运

动特点，一般其静平台和动平台相对于其他运动构

件尺寸更大、刚度更高，而各个独立的运动支链一般

是由细长杆组成，所以可以选择静平台和动平台作

为刚性结构、各个运动支链为弹性子结构。

１１　单元动力学方程
机器人的弹性构件用梁单元模拟。考虑刚体运

动与弹性变形运动的耦合和几何刚化的影响，采用

有限元法和浮点坐标法建立单元运动微分方程
［９］

ｍｕ··＋２θ
·

ｂｕ· ＋（ｋ１＋ｋ２＋θ
··

ｂ－θ
·２ｍ）ｕ＝ｐ （１）

式中　ｍ———单元质量矩阵
ｋ１———单元刚体矩阵　　ｐ———广义力

２θ
·

ｂ———陀螺阻尼 ｋ２———几何刚化

θ
··

ｂ－θ
·２ｍ———离心刚度

１２　弹性支链的动力学方程
将支链划分为有限个单元，根据有限元叠加原

理，将单元动力学方程组合成子结构的动力学方程

ＭｉＵ
··

ｉ＋ＣｉＵ
·

ｉ＋ＤｉＵｉ＝Ｐｉ （２）
式中　Ｍｉ———支链等效质量矩阵

Ｃｉ———支链等效阻尼矩阵
Ｄｉ———支链等效刚度矩阵
Ｐｉ———广义力
Ｕｉ———子结构的广义坐标

由于广义坐标数目较大，采用约束模态综合法

缩减坐标。设Ｕｒｉ为缩减后的坐标，它由支链的边界

坐标与截断振型坐标组成，Ａ为模态变换矩阵［９］
，则

Ｕｉ＝ＡＵｒｉ （３）

将式（３）代入式（２），并前乘ＡＴ得到坐标缩减
后的子结构的动力学方程

ＭｒｉＵ
··

ｒｉ＋ＣｒｉＵ
·

ｒｉ＋ＤｒｉＵｒｉ＝Ｐｒｉ （４）

其中 Ｍｒｉ＝Ａ
ＴＭｉＡ　Ｃｒｉ＝Ａ

ＴＣｉＡ

Ｄｒｉ＝Ａ
ＴＤｉＡ　Ｐｒｉ＝Ａ

ＴＰｉ
１３　几何约束关系

由于弹性子结构的弹性变形会使刚性子结构产

生位置误差，为了将各子结构运动方程装配成系统

的弹性动力学方程和减少系统自由度数，必须建立

它们之间的协调矩阵。建立该协调矩阵的原则是已

知弹性子结构与刚性子结构联接点的变形量来求解

刚性子结构质心的位置误差，而且协调矩阵是关于

它们独立的，这样便于得出它们之间的速度和加速

度关系。如图 １所示，１为刚体，２为某一弹性子结
构与刚性子结构相连的弹性构件，二者在 Ａ点以运
动副相连。刚体的质心为 Ｃ。在建立各弹性子结构
方程时，弹性构件２在 Ａ点处有 ６个广义坐标ＵＡ＝

［ΔＸＡ　ΔＹＡ　ΔＺＡ　ΔθＡｘ　ΔθＡｙ　ΔθＡｚ］
Ｔ
，前 ３个为

位移，后３个为转角。刚体的广义坐标是由柔性支
链的弹性变形在质心 Ｃ产生的微位移和微转角，表
示为ＵＣ＝［ΔＸＣ　ΔＹＣ　ΔＺＣ　ΔθＣｘ　ΔθＣｙ　ΔθＣｚ］

Ｔ
。

质心 Ｃ由理论位置运动到 Ｃ′，Ａ点运动到 Ａ′点。下
面推导它们之间的几何关系。

为了描述它们的关系，定义 ３个坐标系，ＯＸＹＺ
为总体坐标系，ＣＸＣＹＣＺＣ为原点在 Ｃ的随刚体一起
运动的局部坐标系，Ｃ′ＸＣ′ＹＣ′ＺＣ′为原点在 Ｃ′的局部
坐标系。设 Ｒ为 ＣＸＣＹＣＺＣ相对于总体坐标系的广
义变换矩阵，ΔＲ为 Ｃ′ＸＣ′ＹＣ′ＺＣ′相对于 ＣＸＣＹＣＺＣ的
广义变换矩阵，Ｒ′为 Ｃ′ＸＣ′ＹＣ′ＺＣ′相对于 ＯＸＹＺ的广
义变换矩阵，它们分别为
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图 １　几何约束关系

Ｆｉｇ．１　Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ
　

Ｒ＝

ｃｏｓθＣｘ －ｓｉｎθＣｚ ｓｉｎθＣｙ ＸＣ
ｓｉｎθＣｚ ｃｏｓθＣｙ －ｓｉｎθＣｘ ＹＣ
－ｓｉｎθＣｙ ｓｉｎθＣｘ ｃｏｓθＣｚ ＺＣ













０ ０ ０ １

（５）

式中　θＣｉ———坐标系与总体坐标系坐标轴的夹角，
ｉ＝ｘ，ｙ，ｚ

（ＸＣ，ＹＣ，ＺＣ）———Ｃ点在总体坐标系下坐标
由于弹性变形很小，质心 Ｃ产生的微位移和微

转角也很小，则可以假设

ｃｏｓΔθＣｉ≈１ （６）

ｓｉｎΔθＣｉ≈ΔθＣｉ （７）

则 Ｃ′ＸＣ′ＹＣ′ＺＣ′相对于 ＣＸＣＹＣＺＣ的广义变换矩阵为

ΔＲ＝

１ －ΔθＣｚ ΔθＣｙ ΔＸＣ
ΔθＣｚ １ －ΔθＣｘ ΔＹＣ
－ΔθＣｙ ΔθＣｘ １ ΔＺＣ













０ ０ ０ １

（８）

所以，Ｃ′ＸＣ′ＹＣ′ＺＣ′相对于 ＯＸＹＺ的广义变换矩阵为
Ｒ′＝ΔＲＲ （９）

设 Ａ点和 Ａ′点的坐标分别用［ＸＡ　ＹＡ　ＺＡ］
Ｔ

和［Ｘ′Ａ　Ｙ′Ａ　Ｚ′Ａ］
Ｔ
表示。由坐标变换可得

Ｘ′Ａ
Ｙ′Ａ
Ｚ′Ａ













１ Ｏ

＝Ｒ′

Ｘ′Ａ
Ｙ′Ａ
Ｚ′Ａ













１ Ｃ′

（１０）

其中，下标 Ｏ和 Ｃ′分别表示在 ＯＸＹＺ和 Ｃ′ＸＣ′ＹＣ′ＺＣ′
下的坐标。因为

Ｘ′Ａ
Ｙ′Ａ
Ｚ′











Ａ Ｃ′

＝

Ｘ′Ａ
Ｙ′Ａ
Ｚ′











Ａ Ｃ

（１１）

所以 Ｘ′Ａ
Ｙ′Ａ
Ｚ′Ａ













１ Ｏ

＝ΔＲＲ

ＸＡ
ＹＡ
ＺＡ













１ Ｃ

＝ΔＲ

ＸＡ
ＹＡ
ＺＡ













１ Ｏ

（１２）

ΔＸＡ
ΔＹＡ
ΔＺＡ













１ Ｏ

＝

Ｘ′Ａ
Ｙ′Ａ
Ｚ′Ａ













１ Ｏ

－

ＸＡ
ＹＡ
ＺＡ













１ Ｏ

＝（ΔＲ－Ｉ）

ＸＡ
ＹＡ
ＺＡ













１ Ｏ

（１３）
将式（８）代入式（１３）并整理得

ΔＸＡ
ΔＹＡ
ΔＺ











Ａ

＝ Ｉ　Ｔ[ ]Ａ

ΔＸＣ
ΔＹＣ
ΔＺＣ
ΔθＣｘ
ΔθＣｙ
Δθ





















Ｃｚ

（１４）

其中 ＴＡ＝

０ ＺＡ －ＹＡ
－ＺＡ ０ ＸＡ
ＹＡ －ＸＡ











０

（１５）

式中　Ｉ———单位矩阵
Ａ点的转动角位移等于 Ｃ点的角位移，即

ΔθＡｘ
ΔθＡｙ
Δθ











Ａｚ

＝Ｉ

ΔθＣｘ
ΔθＣｙ
Δθ











Ｃｚ

（１６）

综合式（１４）和（１６）可得刚性子结构和弹性子
结构的位移协调矩阵

ＵＡ＝ＢＵＣ （１７）

其中 Ｂ＝
Ｉ ＴＡ
０[ ]Ｉ （１８）

Ｉ和０分别为３×３的单位矩阵和零矩阵，Ｂ为位移
协调矩阵。由式（１５）可知，ＴＡ只和 Ａ点的坐标有
关，则由式（１５）～（１８）可以得知刚性子结构和弹性
子结构之间的位移协调矩阵 Ｂ是关于ＵＡ和ＵＣ独立
的，也就是说矩阵 Ｂ不含变量ＵＡ和ＵＣ。所以，对
式（１７）两边求一次和两次导数可以分别得出它们
之间速度和加速度的关系为

Ｕ
·

Ａ＝ＢＵ
·

Ｃ＋Ｂ
·

ＵＣ （１９）

Ｕ
··

Ａ＝ＢＵ
··

Ｃ＋Ｂ
·

Ｕ
·

Ｃ＋Ｂ
·

Ｕ
·

Ｃ＋Ｂ
··

ＵＣ （２０）
１４　刚性子结构动力学方程

设 Ｃ′点和 Ｃ点在总体坐标系下的位移和转角
分别为ＰＣ′、ＰＣ，它们表示为

ＰＣ′＝［ＸＣ′　ＹＣ′　ＺＣ′　θＣ′ｘ　θＣ′ｙ　θＣ′ｚ］
Ｔ

ＰＣ＝［ＸＣ　ＹＣ　ＺＣ　θＣｘ　θＣｙ　θＣｚ］{ Ｔ
（２１）

同理，它们有如下关系

ＰＣ′＝ＰＣ＋ＢＣＵＣ （２２）

其中 ＢＣ＝
Ｉ ＴＣ
０[ ]Ｉ
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ＴＣ＝

０ ＺＣ －ＹＣ
－ＺＣ ０ ＸＣ
ＹＣ －ＸＣ











０

（２３）

对式（２２）两边求导，可得 Ｃ′点的速度

Ｐ
·

Ｃ′＝Ｐ
·

Ｃ＋Ｂ
·

ＣＵＣ＋ＢＣＵ
·

Ｃ （２４）
则刚体的动能可以表示为

Ｔ＝１
２
Ｐ
·Ｔ
Ｃ′Ｍ

Ｐ
·

Ｃ′ （２５）

其中 Ｍ ＝

ｍＣ ０ ０ ０ ０ ０

０ ｍＣ ０ ０ ０ ０

０ ０ ｍＣ ０ ０ ０

０ ０ ０ Ｉｘ ０ ０

０ ０ ０ ０ Ｉｙ ０

０ ０ ０ ０ ０ Ｉ





















ｚ

（２６）

式中　ｍＣ———刚性子结构质量
Ｉｘ———绕 ｘ轴转动惯量
Ｉｙ———绕 ｙ轴转动惯量
Ｉｚ———绕 ｚ轴转动惯量

刚体重力势能为

Ｕ＝ｍｇ［０ ０ １ ０ ０ ０］ＰＣ′ （２７）
设刚性子结构的广义坐标为ＵＣ，将式（２５）和（２７）代入
Ｌａｇｒａｎｇｅ方程并整理可得刚性子结构的动力学方程

ＭＲＵ
··

Ｃ＋ＣＲＵ
·

Ｃ＋ＤＲＵＣ＝ＦＲ－ＱＲ （２８）

其中 ＭＲ＝Ｂ
Ｔ
ＣＭ

ＢＣ　ＣＲ＝２Ｂ
Ｔ
ＣＭ

Ｂ
·

Ｃ

ＤＲ＝Ｂ
Ｔ
ＣＭ

Ｂ
··

Ｃ

ＱＲ＝Ｂ
Ｔ
ＣＭ

Ｐ
··

Ｃ＋ｍｇＢ
Ｔ
Ｃ［０ ０ １ ０ ０ ０］Ｔ

式中　ＦＲ———外力矢量等效到质心处的力矢量
１５　系统弹性动力学方程

假设有 ｉ个弹性支链，根据支链的动力学方
程（４）得知，各个支链的广义坐标为Ｕｒｉ，它包括了ＵＡ
这６个广义坐标，由于存在式（１７）表示的约束关
系，则可选取系统广义坐标为

Ｕ＝［Ｕ１－６ … Ｕｉ－６ ＵＣ］Ｔ （２９）

Ｕｉ－６表示第 ｉ个支链所有广义坐标，除了在 Ａｉ点（第
ｉ个支链与动平台的联结点）的 ６个坐标。广义坐
标包含动平台的位置误差，这就便于求解。由此，可

以得各个子结构广义坐标与系统广义坐标的关系为

Ｕｒｉ＝ＢｉＵ （３０）
ＵＣ＝Ｂｉ＋１Ｕ （３１）

将式（３０）、（３１）代入各子结构动力学方程并前
乘Ｂｊ，所有的方程叠加起来可得系统动力学方程

ＭＵ
··

＋ＣＵ
·

＋ＤＵ＝Ｐ （３２）

其中 Ｍ＝∑
ｉ＋１

ｊ＝１
ＢＴｊＭｊＢｊ　Ｐ＝∑

ｉ＋１

ｊ＝１
ＢＴｊＰｊ

Ｃ＝∑
ｉ＋１

ｊ＝１
ＢＴｊＣｊＢｊ＋２Ｂ

Ｔ
ｊＭｊＢ

·

ｊ

Ｄ＝∑
ｉ＋１

ｊ＝１
ＢＴｊＤｊＢｊ＋Ｂ

Ｔ
ｊＭｊＢ

··

ｊ＋Ｂ
·Ｔ
ｊＣｊＢ

·

ｊ

式中　Ｍ———系统等效质量矩阵
Ｃ———系统等效阻尼矩阵
Ｄ———系统刚度矩阵　　Ｐ———系统广义力

２　算例

为了验证该建模方法的有效性，以实验室高速

机械手为算例
［１０］
。该机械手如图 ２所示，由 ２条主

动支链、２条从动支链、１个动平台和 １个静平台组
成。每条主动支链含有 １条主动臂和 １条从动臂。
机械手各构件的材料是铝合金，弹性模量和密度分

别为６９４×１０４ＭＰａ、２７×１０３ｋｇ／ｍ３。机械手的动
平台质量为０３０ｋｇ，机械手的主动臂、从动臂和从
动支链横截面为工字型，滑动杆是长为 ３６５ｍｍ、直
径为８ｍｍ的圆杆。机构的结构参数如表１所示。

图 ２　并联机械手

Ｆｉｇ．２　Ｐａｒａｌｌｅｌｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
１．静平台　２．主动臂　３．从动臂　４．动平台　５．滑动杆　６．从

动支链

　
表 １　机械手结构参数

Ｔａｂ．１　Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

构件
长度

／ｍｍ

截面参数／ｍｍ

高度 翼缘厚 翼缘宽 腹板厚

主动臂 ２８０ ３０ ８ ３０ ５
从动臂 ５０５ ６０ ４ ２７ ４
从动支链 ３６０ ２３ ４５ １５ ５

　　根据该并联机械手的结构特点，将其划分为由
主动臂和从动臂组成的 ２个弹性支链，由从动支链
与滑动杆组成的４个弹性支链，总共６个弹性支链，
动平台作为刚性子结构。为保证计算精度，每个弹

性支链分为 １０个单元，整个机构共 ６０个单元，６１
个结点，由于该机械手为平面机构，每个结点有３个
广义坐标，整个机构共１８３个自由度。如图３所示，
采用模态综合法，每一个弹性支链取其边界处的坐

标为４个，取各自前３阶截断振型坐标，则每一个弹
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性支链有７个坐标，６个弹性支链共 ４２个坐标。由
于用动平台质心的微位移和微转角ＵＣ作为广义坐
标，它与弹性支链点 Ａｉ处的广义坐标存在式（１７）所
表述的几何约束关系，则整个系统的广义坐标只有

２７个，这样大大减少了系统坐标的数量，简化了数
学模型。按上述方法分别建立各个支链的动力学方

程，并得到机械手系统动力学方程。

图 ３　弹性支链广义坐标

Ｆｉｇ．３　Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｏｆｅｌａｓｔｉｃｓｕｂｃｈａｉｎ
　
为了验证该方法的有效性和正确性，利用该方

法得到的系统动力学方程进行机械手的动力学特性

比较分析。首先，分析比较其固有频率，第１种方法
是使用式（３２）的质量矩阵和刚度矩阵计算系统固
有频率，第２种方法是使用ＡｎｓｙｓＷｏｒｋｂｅｎｃｈ对机械
手进行模态分析得到其固有频率，机械手的网格划

分如图４所示，为了与第１种方法比较，在网格划分
时，静平台和动平台均设为刚体，其他构件的联结关

系设为相应的运动副。使用这两种方法分别计算了

机械手在平衡位置时的前 ３阶固有频率，比较结果
如表２所示。从表 ２可以看出，前 ３阶的固有频率
的相对误差分别为 ４３％、４８％、６４％，可见两种
方法计算的结果比较接近，这说明该方法是可行的。

图 ４　机械手的网格划分

Ｆｉｇ．４　Ｍｅｓｈｇｅｎｅｒａｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
　
机械手在高速运动过程中，由于构件的弹性变

形机械手动平台（末端执行器）会产生位置误差，它

是衡量并联机构精度的一个重要指标。机械手的关

节空间最优运动轨迹参考文献［１１］。根据前面系
统动力学方程的建立过程，通过求解由式（３２）表示
的系统微分方程可得到动平台质心的位置误差。为

了验证该建模方法的有效性和正确性，分别运用本

方法和 Ａｎｓｙｓ来求解动平台中心的位置误差。图５
和图６分别表示使用这两种方法动平台中心在 Ｘ、Ｙ
方向的位置误差。由图 ５和图 ６可知，这两种方法
得到的结果较接近，证明该方法正确。

表 ２　固有频率比较结果

Ｔａｂ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

固有频率
本方法计算

结果／Ｈｚ

Ａｎｓｙｓ计算

结果／Ｈｚ

相对误差

／％

第１阶 ７４３６２ ７５９５１ ４３

第２阶 ９８８７４ ９４２５６ ４８

第３阶 １７３８４６ １６６６５０ ６４

图 ５　动平台质心的 Ｘ方向位置误差

Ｆｉｇ．５　ＤｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｅｒｒｏｒａｌｏｎｇＸｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

ｏｆｃｅｎｔｅｒｏｆｔｈｅｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍ
　

图 ６　动平台质心的 Ｙ方向位置误差

Ｆｉｇ．６　ＤｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｅｒｒｏｒａｌｏｎｇＹｄｉｒｅｃｔｉｏｎｏｆｃｅｎｔｅｒ

ｏｆｔｈｅｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍ
　

３　结论

（１）根据并联机构是若干独立运动支链、静平
台和动平台组成的特点，引入刚性子结构，推导出相

邻的刚性子结构和弹性子结构之间的几何约束关

系。使用动平台质心的微位移和微转角作为系统广

义坐标并采用了模态综合法，减少了系统自由度数，

简化了模型。

（２）通过一种高速并联机械手的动力学特性比
较分析，表明该方法是可行的，而且建模方便、直观，

便于求解并联机构的末端执行器的位置误差。这为

柔性并联机器人的疲劳分析、优化设计、振动控制等

的研究提供一种实用的建模方法。
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