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基于电荷排斥模拟法的均匀采样布局*
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摇 摇 揖摘要铱 摇 通过模拟理想同种点电荷排斥运动的方法实现 N 个采样点均匀分布在给定的带有限制区的不规则

多边形采样区域内。 首先将多边形采样区域以及内部限制区域的各条边离散化为一系列位置固定的点电荷,然后

在多边形内随机放置 N 个点电荷,并通过逐个“放抓冶点电荷并让它们受电场力运动,并最终达到合力与速度都接

近零的稳定状态,此时 N 个点电荷的位置就均匀分布在指定区域内,可以作为 N 个样点的均匀采样布局。 分析与

实验结果表明,这种方法是一种在复杂多边形区域内实现采样点均匀分布的简单而高效的方法。
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Abstract

A method for an even distribution of N sampling points within a given polygon which contained
inaccessible constraints was presented based on the simulation of ideal electrons爷 repulsion movement.
First, the edges of the polygon and the inner constraints into bunches of fixed electrons were described.
N electrons can then be put into the polygon in random positions. And then they were “ free and hold冶
one by one and were moving under Coulombic force. Finally, a balance was achieved with their resultant
force and velocities approach to zero. At this time, these N electrons were evenly distributed within the
given region; thus, their layout was considered to be an even sampling layout of N samples. Theoretical
analysis and the experimental results indicated that electrons蒺 repulsion simulation is a simple and efficient
method for implementing even sampling layout of N samples within a complex polygon.
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摇 摇 引言

在农业环境监测及土壤属性制图等工作中,采
样点数量与布局直接影响到采样的代表性,并最终

影响结果准确性。 通常情况下,采样点数往往受限

于时间和经济成本,在一定采样点数下,如何布局采

样点更好,是需要研究的问题。 系统采样能使采样

得到的数据更符合整个区域的情况,或插值后更接

近整个区域的目标变量的实际分布[1],因此,该采

样布局方法被视为在采样区无任何目标变量先验

知识且采样点数相对较少情况下的最好采样布

局[2] ,并在采样领域中被广泛采用。 系统采样的



目标是使采样点在空间上均匀分布,这个问题可

以抽象为“如何将 N 个点均匀地散布在一个二维

多边形内冶的几何问题求解。 目前已有不少学者

对此进行了研究,从早期的三角形格网、矩形格

网、蜂窝形格网等规则多边形格网法[3 ~ 6] ,发展到

最近的利用模拟退火算法结合一定准则或目标函

数来实现样点均匀分布的方法[7 ~ 9] 。 多边形格网

的方法比较简单,但实际采样区域往往不是规则

区域,而且里面还可能存在不能采样的限制区域,
所以在实际采样中,多边形格网法很难实现给定

样点数的均匀分布,而且由于边界效应的存在,该
方法已被证明不是一种最优的均匀采样布局[7] 。
利用模拟退火算法实现的采样布局优化,理论上

是可以实现 N 个点在任意平面多边形内均匀分

布,但由于模拟退火冷却表参数设置的问题直接

影响到算法的全局收敛性,以及描述均匀分布的

目标函数本身的复杂性,使得这种方法需要大量

耗时的计算,且实际得出的布局并不如预想的均

匀。 基于此,本文提出一种基于电荷排斥模拟的

采样点布局方法。

1摇 电荷排斥模拟方法

1郾 1摇 物理学基础与假设

2 个理想点电荷在电场中受到的库伦力为

F =
kQ1Q2

r2
(1)

式中摇 F———库伦力

k———库伦力常数

Q1、Q2———两个点电荷的带电量

r———两个点电荷的距离

为了计算简便,可以设 k 为 1,电场内(即采样

区域的多边形内)的 N 个电荷的带电量均为 1,而电

场边(即采样区域的多边形各边上)固定的电荷电

量均为 0郾 1 或可变值。
根据向量相加的物理意义,单个场内点电荷所

受合力为

F = 移 Fi (2)

式中摇 F———某场内电荷 A 所受的合力向量

Fi———除去电荷 A 本身外的其他某个点电

荷(包括场内和边上)对 A 作用力向

量,大小可由式(1)计算,方向是某个

电荷指向电荷 A
假设某个很短的时间间隔 t 内,某个点电荷 A

受到库伦力的合力可视为恒定不变的,由此合力产

生的加速度为

a = F / m (3)

式中摇 a———电荷 A 在受合力大小为 F 时的加速

度,其方向与合力的方向一致

m———点电荷 A 质量,设为 1
假设某个很短的时间间隔 t 内,某个点电荷 A

在静止状态下由加速度 a 的作用产生的位移大小为

SA = 1
2 (v0 + vt) t =

1
2 (0 + at) t = 1

2 at2 (4)

其中 vt = at
式中摇 SA———位移,方向与加速度的方向,也就是合

力的方向一致

vt———电荷 A 由静止开始经过很短的时间间

隔 t 后的速度

1郾 2摇 电荷排斥模拟

为了方便模拟,本文假设理想同种点电荷的运

动是在光滑的平面上进行的。 为了避免点电荷逸出

采样区域的边界,或者进入采样区域内的限制区域

内,首先要将采样区域及其内部限制区域的边界进

行离散化,即由某边的起点开始按较小的距离间隔

D 将带电量为 Q2的点电荷逐个布设并固定在该边

上,用同样的方法依次将各条边离散化使其成为线

状排列的点电荷序列。 离散化完成后往电场中(即
在采样区域多边形内但又不在限制区域多边形内的

位置)按随机位置添加 N 个带电量均为 Q1 的点电

荷。 假设这 N 个电荷随机放进场内时,都被固定在

它们的各自的初始位置上,然后释放第 1 个电荷,则
它立即会受除它本身外的其他电荷(包括边界上和

电场内的电荷)的排斥合力(式(1)、(2))作用而由

静止开始运动,假设它所受合力在很短的时间间隔 t
内保持恒定,则可以计算它经过 t 时刻运动后的位

置(式(3)、(4))。 此时又将这个电荷“抓住冶让其

静止在新的位置,然后释放第 2 个电荷,同样地让其

受力运动相同的时间间隔 t,又同样地“抓住冶它,依
次释放各个电荷,让它们都单独地运动时间间隔 t,
直到场内的第 1 个到第 N 个电荷都被“放抓冶一遍,
称作一次循环。 循环一直进行下去直到某次循环中

所有场内可移动的 N 个点电荷中受合力最大的点

电荷的所受的合力接近零,并且运动速度也接近零,
即达到了稳定状态,此时这 N 个点电荷就均匀地分

布在电场内部,它们的位置布局即可作为 N 个样点

均匀地分布在给定采样区域内的采样布局。
1郾 3摇 算法流程

根据上述电荷排斥运动的规律,电荷排斥模拟

的实现流程如图 1 所示。 可以将整个过程总结为如

下主要步骤:淤离散各边。 于随机放入 N 个电荷。
盂逐个“放抓冶电荷。 榆达到均匀稳定状态。 虞输

出 N 个电荷布局。
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图 1摇 电荷排斥模拟的实现流程图

Fig. 1摇 Flowchart for implementing electrons爷 repulsion simulation
摇

摇 摇 在程序实现过程中需要注意的是:淤边上的电

荷始终保持静止,它们从离散化开始就一直被固定

在原来的位置,它们的作用是产生向内的排斥力防

止场内的 N 个电荷逃逸出去,边界离散化时放置在

边界上的电荷的间隔要适中,应该保证最短边上至

少要有 10 个以上的电荷存在,以防止场内电荷逸

出,另外边界电荷带电量与场内电荷带电量大小的

比例要适中,这个比例影响到边界距离,边界电荷带

电量太小可能使得场内电荷过度靠近边界,甚至逸

出边界。 于往电场内随机放置 N 个点电荷的位置

不能相同或者太接近,以免在求合力的时候出现除

数为零的问题。 盂刚开始随机放置的电荷不应太靠

近边界,以免碰巧其附近有很多聚集的电荷将其

“推冶出边界外或者“挤冶进约束区域内。 榆电荷每

次受力运动短暂时间间隔 t 后,被“抓住冶可使其在

下次循环中再释放时它的初速度为零,从而大大降

低运动的复杂性而简化计算,因为如果不能抓住,下
次循环到该电荷的时候该电荷会有初速度,这个初

速度与新的合力方向很可能不相同,所以又需要进

行分解计算。

2摇 结果与讨论

2郾 1摇 简单矩形区域的电荷排斥模拟结果

图 2 是电荷排斥模拟平衡后得到的均匀采样布

局图,边界是 100 伊 100 的正方形,没有限制区域,电
场内电荷的电量设置为 1,离散化边上的电荷电量

设置为 0郾 1;图 2a 中 N = 16,电荷排斥模拟正好得到

4 伊 4 的样点排列格局,图 2b、2c、2d 中电荷数量逐

渐增大,从图形可见,它们得到的均匀布局也是比较

理想的,这些结果证明了该方法的有效性。

图 2摇 不同数量电荷在 100 伊 100 方形区域中的均匀稳定布局图

Fig. 2摇 Even and stable layouts for N = 16, 20, 50 and 100 electrons in an 100 伊 100 square
(a) N = 16摇 (b) N = 20摇 (c) N = 50摇 (d) N = 100

摇

图 3摇 不同数量电荷在带限制区域的多边形区域中的均匀稳定布局图

Fig. 3摇 Even and stable layouts for N = 16, 20, 50 and 100 electrons in a polygon with 3 constraints
(a) N = 16摇 (b) N = 20摇 (c) N = 50摇 (d) N = 100

摇

2郾 2摇 带限制区域的多边形电荷排斥模拟结果

图 3 是电荷在一个带有 3 个限制区域的多边形

内的排斥模拟平衡后得到的均匀采样布局图。 同样

可见,各个布局中的电荷都是均匀地分布在多边形

内,但是却不落在多边形中的限制区域内。 这一点

在实际应用中比较重要,因为在采样点布局设计时

很可能碰到限制区域的情况,例如要对某地块或农

场进行土壤水分或有机质含量制图,但是采样研究

的区域中存在一口鱼塘或较大的建筑物等自然限制

的因素使得采样在这些区域内无法进行,因此在考
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虑采样点均匀分布的时候同时应该考虑不让采样点

落入这些区域。
2郾 3摇 均匀度、网型与效率比较

图 4 是 3 种不同的方法实现的 23 个采样点在

一个 100 伊 100 方形区域中均匀分布的采样布局,其
中图 4a、4b 引自文献[7]。 从图形看,这几种方法

产生的采样布局都比较均匀,难以量化比较哪个更

好,所以需要构建一个均匀度指标用于量化衡量不

同布局的均匀度。 在一维空间中,N 个点均匀地分

布在一维空间中时它们的距离间隔相等,也就是每

个点占有其周围一维空间中的长度相等;类似地,在
二维空间中如果每个点占有其周围的二维空间的面

积相同,则可以认为这些点均匀地分布在这个空间

中。 因此,对于 N 个点均匀地分布在某一采样区域

内,可以构建这些点的泰森多边形网,然后,计算它

们的泰森多边形面积的变化积累来构建一个点在平

面内分布均匀度指标

E = A

移
N

i = 1
| Si - S |

(5)

其中 S = A
N

式中摇 N———采样点或电荷的个数

Si———第 i 个点对应的泰森多边形面积

S———名义泰森多边形面积,即将整个采样区

域的面积 A 平均分给 N 个点,每个点

所应得的泰森多边形面积

图 4摇 3 种方法实现 N = 23 在 100 伊 100 区域中

均匀分布的采样布局

Fig. 4摇 N = 23 implementations from three methods in
an 100 伊 100 square

(a) 正三角形网(E = 6郾 00) 摇 (b) 模拟退火与 MMSD 准则(E =
9郾 63) 摇 (c) 电荷排斥模拟(E = 9郾 98)
摇

这个指标反映了点在平面空间内分布的均匀

度,在同一区域内分布 N 个采样点,不同的布局可

能带来不同的均匀度,它们的均匀度就可以用这个

无量纲的 E 来衡量,E 值越高说明其对应的布局越

均匀。 由图 4 可见,规则三角形网的均匀度最小,而
模拟退火法产生的采样布局的均匀度要略小于电荷

排斥模拟法。
针对采样问题,图 4a 有部分采样点离采样区域

的边界太近,根据空间自相关原理,位置相近的两点

具有的属性值会越接近,故样点无需太靠近边界就

能反映边界上某点的属性值,所以图 4a 中样点过度

靠近边界会造成其“捕捉属性信息能力冶的浪费,再
者这种指定 N 个点的等边三角形网很难在一个带

有限制区域的复杂多边形内产生,至今尚无有效的

方法。 而图 4b 是使用模拟退火与 MMSD 目标函数

得到的均匀采样布局,由于模拟退火算法冷却表参

数设置的复杂性以及其对全局最优的重大影响[10],
在实际应用中很难得到一个最优的均匀采样布局,
而往往只能得到一个大致均匀的采样布局。 还由于

模拟退火算法在迭代过程中的随机性,使得这种方

法的计算量非常大,而且这种方法在实现过程中涉

及繁琐的初始化过程以及迭代中复杂的目标函数计

算,更大幅增加了此方法的计算量。 图 4c 是使用本

文提出的电荷排斥模拟的方法计算得到的均匀采样

布局,其中靠近边界的电荷分布呈现弧形的特点,即
靠近边界中点的地方的电荷离边界越远,这可能是

由于电场等势面造成的,但并不影响点在整个区域

的均匀分布。
利用模拟退火算法结合 MMSD 准则及电荷排

斥模拟方法在 N 个点均匀采样布局的实现中每次

迭代计算的时间频度分别是 T(GN)及 T(E + N),其
中 G 是一个覆盖采样整个采样区的非常精密的格

网的点数,所以 G 的数值往往能达到万级[7,11],而 E
则是电荷排斥模拟用于离散各边的电荷数,E 的数

值通常是百级。 从每次迭代的时间频度可见,电荷

排斥模拟方法具有更高的效率。
分别用模拟退火与电荷排斥模拟两种方法实现

图 4b、4c 的均匀采样布局 100 次所需的平均时间如

表 1 所示。

表 1摇 两种方法实现图 4b、4c 的均匀采样布局所需

的平均时间

Tab. 1摇 Mean time using in the implementation of the
even sampling layouts of fig. 4b and 4c s

方法 初始化 迭代 平均总时间

模拟退火 + MMSD 0郾 9 1 620郾 7 1 621郾 6

电荷排斥模拟 0郾 4 46郾 2 46郾 6

摇 摇 注:机器配置:CPU 奔腾 D3郾 2 GHz,2 GB 内存,WinXP 系统,两
个程序均由 C + + 实现,数据可能会随程序参数设置变化而变化。

摇 摇 可见电荷排斥模拟的方法实现均匀采样布局要

比使用模拟退火与 MMSD 目标函数的方法原理上

要简单,运行效率上也高很多。

3摇 结论

(1)提出通过模拟理想同种点电荷排斥运动行
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为,实现了 N 个点均匀分布在给定二维平面多边形

区域内的方法,这种均匀样点布局也是 N 个点均匀

分布在给定多边形内的计算几何问题的一种解法。
(2)电荷排斥模拟方法相比规则多边形格网方

法更适用于在带有限制区域采样区的均匀采样布局

的实现,且效率比模拟退火方法高很多,因此它比较

适合于带有限制区域的多边形采样区域内实现 N
个样点的均匀分布问题。

(3)边界电荷带电量与场内电荷带电量大小的

比例(Q2 / Q1)要适中,该比例直接影响靠近边界的

电荷到边界的距离,大量实验表明,Q2取 0郾 1 且 Q1

取 1 比较合理,而且方便计算。
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