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基于雅可比旋量理论的公差优化分配

张为民　李国伟　陈　灿
（同济大学机械工程学院，上海 ２０００９２）

　　【摘要】　以雅可比旋量理论为基础，建立了尺寸公差和形位公差综合优化分配模型。首先在公差模型中计算

了空间尺寸链传递累积形成的装配误差，并以设计规定的装配功能要求作为公差优化分配的约束条件，以加工总

成本最小为优化目标函数，采用遗传算法求解，得到优化的尺寸公差和形位公差。将此方法应用于某齿轮泵装配

体的公差优化分配算例中，在保证装配质量的前提下实现了加工总成本最低的公差优化分配。
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　　引言

公差分配是产品设计阶段的一项重要内容，对

产品的制造成本和装配质量有很大影响。一方面，

紧公差能够保证产品装配质量，但也会增加制造成

本；另一方面，宽松的公差使零件易加工，使制造成

本降低，但容易产生废品。通过公差优化分配平衡

产品装配质量和制造成本是现代产品设计中需要关

注的重要问题
［１］
。

传统的公差优化分配基本只考虑尺寸公差且以

最小制造成本为目标
［２～３］

，但在三维 ＣＡＤ环境中对
产品装配功能进行预测时，需要考虑尺寸公差与形

位公差共同作用的影响
［４～６］

。

本文以雅可比旋量理论为基础，遵循公差独立

原则，将尺寸公差、形位公差统一于一个全面的数学

模型中，从三维空间尺寸链误差传递的角度建立封

闭环与各组成环之间的数学关系，以此确定公差优

化分配模型约束条件（装配功能约束），以最小加工

总成本作为优化目标，利用遗传算法优化分配包括

形位公差在内的组成环公差。

１　雅可比旋量理论

雅可 比 旋 量 理 论 是 由 ＡｌａｉｎＤｅｓｒｏｃｈｅｒｓ等
人

［７～９］
提出的用于公差建模的创新性理论。雅可比



旋量模型以机器人运动学、计算机图形学和旋量理

论为基础，通过空间尺寸链的误差传递，建立最终装

配要求与各功能要素之间的数学关系，从而为装配

体公差分析提供数学理论依据。

雅可比旋量公差模型的基本表达式为

Ｆ＝ＪＥ＝［ＪＥ１　ＪＥ２　…　ＪＥｎ－１　ＪＥｎ］

［Ｅ１　Ｅ２　…　Ｅｎ－１　Ｅｎ］
Ｔ

（１）
其中 ＪＥｉ＝Ｊ６ｉ－５Ｊ６ｉ－４Ｊ６ｉ－３Ｊ６ｉ－２Ｊ６ｉ－１Ｊ６ｉ

Ｅｉ＝［［ｕｉ，ｕｉ］，［ｖｉ，ｖｉ］，［ｗｉ，ｗｉ］，

［αｉ，αｉ］，［βｉ，βｉ］，［δｉ，δｉ］］
Ｔ

式中　Ｆ———与功能要求相关的小位移旋量
ＪＥｉ———Ｆ与 Ｅｉ之间几何关系的雅可比矩阵
Ｅｉ———与第 ｉ功能元素相关的小位移旋量
ｕ、ｖ、ｗ———功能要求沿 ｘ、ｙ、ｚ轴方向平移量
α、β、δ———功能要求绕 ｘ、ｙ、ｚ轴转动旋转量

下角 ｉ表示公差传递链中第 ｉ个功能元素，
ｉ＝１，２，…，ｎ。（ｕｉ，ｕｉ）、（ｖｉ，ｖｉ）、（ｗｉ，ｗｉ）、（αｉ，αｉ）、

（βｉ，βｉ）、（δｉ，δｉ）表示第 ｉ个功能元素的 ｕ、ｖ、ｗ、α、β、

δ的下限和上限。
该方程在装配层的功能要求（ｆｕｎｃｔｉｏｎｒｅｑｕｅｓｔ，

简称 ＦＲ）与零件层的功能元素（ｆｕｎｃｔｉｏｎｅｌｅｍｅｎｔ，简
称 ＦＥ）之间建立数学关系，通过采用简单的雅可比
矩阵 Ｊ来表达 ＦＥ与 ＦＲ的几何关系。

此外，功能元素既可以表示单个零件的相关表

面，称为内部副；也可以表示两个不同零件之间的接

触、配合或间隙，称为运动副。上述两种情况都可以

表达为旋量的区间向量。

式（１）中，雅可比矩阵 ＪＥｉ表示的是 Ｆ与相应的

Ｅｉ之间的转换关系
［７］

ＪＥｉ＝

Ｒｉ０ … Ｗｎ
ｉ（Ｒ

ｉ
０ＲＰＴｉ）

 

［０］３×３ … Ｒｉ０Ｒ











ＰＴｉ ６×６

（２）

其中 Ｒｉ０＝Ｖ１ｉＶ２ｉＶ３ｉ

Ｗｎ
ｉ＝

０ －ｄｚｎｉ ｄｙｎｉ
ｄｚｎｉ ０ －ｄｘｎｉ
－ｄｙｎｉ ｄｘｎｉ











０

ｄｘｎｉ＝ｄｘｎ－ｄｘｉ　　ｄｙ
ｎ
ｉ＝ｄｙｎ－ｄｙｉ

ｄｚｎｉ＝ｄｚｎ－ｄｚｉ　　ＲＰＴｉ＝Ｖ１Ｖ２Ｖ３

式中　Ｒｉ０———第 ｉ坐标系相对于第 ０坐标系的方向
变化（每个 ＦＥ对应自己的坐标系）

Ｖ１ｉ、Ｖ２ｉ、Ｖ３ｉ———轴 ｘｉ、ｙｉ和 ｚｉ在第 ０坐标系
中的方向向量

Ｗｎ
ｉ———第ｎ坐标系相对第ｉ坐标系位置变化

ｄｘｉ、ｄｘｎ———第 ｉ、ｎ坐标系原点在第 ０坐标系
下的 ｘ轴值

ｄｙｉ、ｄｙｎ———第 ｉ、ｎ坐标系原点在第 ０坐标系
下的 ｙ轴值

ｄｚｉ、ｄｚｎ———第 ｉ、ｎ坐标系原点在第 ０坐标系
下的 ｚ轴值

Ｖ１、Ｖ２、Ｖ３———公差分析的３个方向第 ｉ坐标
系的方向矢量

ＲＰＴｉ———公差方向与第 ｉ坐标系 ３个坐标轴
方向的不一致性系数

下角 ＰＴｉ表示在第 ｉ坐标系 ３个坐标轴方向的
旋量映射（ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｏｆｔｏｒｓｏｒ，简称 ＰＴ）。

Ｅｉ与 ＲＰＴｉ有关，式（１）中 Ｅｉ的计算式为

Ｅｉ＝Ｒ
－１
ＰＴｉ
Ｔ （３）

式中　Ｔ———基于特征的功能元素的公差旋量
在旋量理论中，针对单个零件内的形位公差

（内部副）和零件之间的装配公差（运动副），提出了

一系列基于特征的公差旋量表示方法
［９～１０］

。

２　公差优化模型

基于雅可比旋量理论最小成本优化分配法的数

学模型为：

目标函数 ｍｉｎＣ∑ （４）
约束条件 Ｆｘ≥Ｆ （５）
式中　Ｃ∑———各组成环成本总和

Ｆｘ———设计要求所确定的功能要求旋量
２．１　确定目标函数

基于雅可比旋量理论最小成本优化分配法的目

标函数为

ｍｉｎＣ∑ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｃ（Ｔｉ） （６）

式中　Ｔｉ———尺寸公差或形位公差值
与传统的尺寸公差最小成本模型不同，对于尺

寸公差，公差 成本表达式 Ｃ（Ｔ）是固定的；而对不
同的形状公差和位置公差，公差 成本表达式 Ｃ（Ｔｉ）
却是不同的。

对于各形位公差的加工公差成本函数，有研究

者将各种研究成果总结如下
［１１］
：

（１）尺寸及形状公差与加工成本之间函数关系
外圆特征的尺寸及形状公差成本函数为

Ｃ（Ｔｉ）＝１５１１３８ｅ
－４２２８７４Ｔｉ＋

Ｔｉ
０８６１１Ｔｉ＋００１５０８

（７）
内孔特征的尺寸及形状公差成本函数为

Ｃ（Ｔｉ）＝１２６６９１ｅ
－３７５２７９Ｔｉ＋２４８６ｅ

００００９７８
Ｔｉ （８）
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定位尺寸公差成本函数为

Ｃ（Ｔｉ）＝
８２３６９ｅ－３５８０４９Ｔｉ＋１３０７１ｅ

０００６３
Ｔｉ （Ｔｉ≤０１３）

１２３０３６ （Ｔｉ＞０１３{ ）

（９）
平面特征的尺寸及形状公差成本函数为

Ｃ（Ｔｉ）＝５０２６１ｅ
－１５８９０３Ｔｉ＋

Ｔｉ
０３９２７Ｔｉ＋０１１７６

（１０）
（２）定位公差与加工成本之间的函数关系
轴（孔）的位置度公差成本函数为

Ｃ（Ｔｉ）＝２７８４ｅ
－３６６３Ｔｉ＋１１２５ｅ

００００７５
Ｔｉ （１１）

轴对轴的跳动（和同轴度）公差成本函数为

Ｃ（Ｔｉ）＝００３７３ｅ
－３０８Ｔｉ （１２）

（３）调研显示，定向公差对加工成本的影响不
大，可不考虑定向公差的成本函数。

２２　确定约束条件
式（５）展开为

［ｕ，ｕ］

［ｖ，ｖ］

［ｗ，ｗ］

［α，α］

［β，β］

［δ，δ





















］
ｘ

≥

［ｕ，ｕ］

［ｖ，ｖ］

［ｗ，ｗ］

［α，α］

［β，β］

［δ，δ





















］

（１３）

对式（１３），两个向量是无法比较大小的，式中
“≥”的意思是指：Ｆ的变动范围，包含在 Ｆｘ之内。
即

［ｕ，ｕ］ｘ［ｕ，ｕ］　［ｖ，ｖ］ｘ［ｖ，ｖ］　 ［ｗ，ｗ］ｘ［ｗ，ｗ］

［α，α］ｘ［α，α］　［β，β］ｘ［β，β］　［δ，δ］ｘ［δ，δ］
根据式（３），Ｅｉ是各组成环公差 Ｔｉ的函数，因

此，式（１３）可以变换为

Ｆｘ [≥ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｆｉｕ（Ｔｉ）　∑

ｎ

ｉ＝１
ｆｉｖ（Ｔｉ）　∑

ｎ

ｉ＝１
ｆｉｗ（Ｔｉ）

∑
ｎ

ｉ＝１
ｆｉα（Ｔｉ）　∑

ｎ

ｉ＝１
ｆｉβ（Ｔｉ）　∑

ｎ

ｉ＝１
ｆｉδ（Ｔｉ ]） Ｔ

（１４）

式中　ｆｉ（Ｔｉ）———封闭环与第ｉ组成环之间关系函数

３　算例分析

图１为某一齿轮泵零件图［１２］
，齿数 ｚ＝１０，模数

ｍ＝１５，额定压力２５ＭＰａ，额定转速１４５０ｒ／ｍｉｎ，初
始公差值及其代号如图所示。

图中包含３个零件———泵体、主动齿轮和从动
齿轮，三者间需要保证和控制的封闭环，就是两齿轮

之间的啮合间隙。根据设计要求，两齿轮装配间隙

的变动范围

Ｆｘ＝［［－０８，０８］　［－０２，０２］　［－０１５，０１５］

［０，０］　［－００４，００４］　［－００４，００４］］Ｔ

图 １　各零件尺寸及 Ｅｉ虚拟坐标系

Ｆｉｇ．１　Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓａｎｄｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｏｆｐａｒｔｓ
（ａ）泵体　（ｂ）主动轮　（ｃ）从动轮

　

３１　建立公差优化模型
利用式（１）建立 ｆｉ（Ｔｉ）与各组成环公差 Ｔｉ的函

数关系如表１，将表１代入式（１４），即得到优化模型
的约束条件。

而成本函数的确定，则要根据各公差类型，通过

式（６）～（１２）得到，在此不再赘述。
３２　遗传算法求解

采用 Ｍａｔｌａｂ７０自带的 ＧＡＤＳ遗传算法工具箱
进行遗传算法求解。

首先，由于本例中约束条件众多，特采用罚函数

法编写适应度函数。其次，在遗传算法 ＧＵＩ界面中
设定控制参数：群体规模 Ｍ＝５０，交叉概率 Ｐｃ＝
０８，变异概率Ｐｍ＝００５，计算代数 Ｇ＝２００，初始范
围［０，００５］。最后求解得到对应最低成本的各公
差值，如表２所示。根据表 ２中的公差值，查阅《机
械设计手册》，寻找对应的公差带，最终修正后的优

化结果如表３所示。

４　结论

（１）应用雅可比旋量公差建模理论将尺寸、形
状位置公差统一于一个全面的数学模型，从空间尺

寸链角度建立封闭环与各组成环之间的数学关系，

符合三维公差设计的要求。
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表 １　ｆｉ（Ｔｉ）与各组成环公差 Ｔｉ的函数关系表

Ｔａｂ．１　Ｆｕｎｃｔｉｏｎｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｆｉ（Ｔｉ）ａｎｄＴｉ

ｆ
ｉ

１ ２ ３ ４ ５ ６ ７

ｆｉｕ ［－０４９０７Ｔ２，０４９０７Ｔ２
[

］

－Ｔ７－
Ｔ１ｓ＋Ｔ６ｘ
４０７２

，

Ｔ１ｓ＋Ｔ６ｘ]
[

４０７２

(－ Ｔ８＋
Ｔ１０ )６１３４２

，

Ｔ７＋
Ｔ１０ ]６１３４２

［－００８７Ｔ８，０］

［－０３０５６（Ｔ３ｓ＋Ｔ１１ｘ），

（Ｔ４＋Ｔ５）＋０３０５６（Ｔ３ｓ＋

Ｔ１１ｘ）］

［－（Ｔ１２＋Ｔ１３）－０２２５Ｔ１５，

０２２５Ｔ１５］
［－０００７Ｔ１３，０］

ｆｉｖ ［－３０４２６Ｔ２，３０４２６Ｔ２］
［－２０３８１（Ｔ１ｓ＋Ｔ６ｘ），

２０３８１（Ｔ１ｓ＋Ｔ６ｘ）］
［－０５０２８Ｔ１０，０５０２８Ｔ１０］ ［－０５Ｔ９ｘ，０５Ｔ９ｓ］

［－１８２（Ｔ３ｓ＋Ｔ１１ｘ），

１８２（Ｔ３ｓ＋Ｔ１１ｘ）］

［－０５０３１Ｔ１５，

０５０３１Ｔ１５］
［－０５Ｔ１５ｘ，０５Ｔ１５ｓ］

ｆｉｗ ［－３０４２６Ｔ２，３０４２６Ｔ２］
［－２０３８１（Ｔ１ｓ＋Ｔ６ｘ），

２０３８１（Ｔ１ｓ＋Ｔ６ｘ）］
［－０５０２８Ｔ１０，０５０２８Ｔ１０］ ［０，０］

［－１８２（Ｔ３ｓ＋Ｔ１１ｘ），

１８２（Ｔ３ｓ＋Ｔ１１ｘ）］
［－０５０３１Ｔ１５，０５０３１Ｔ１５］ ［０，０］

ｆｉα ［０，０］ ［０，０］ ［０，０］ ［０，０］ ［０，０］ ［０，０］ ［０，０］

ｆｉβ ［－００６６７Ｔ２，０００６７Ｔ２ [］ －
Ｔ１ｓ＋Ｔ６ｘ
３０

，
Ｔ１ｓ＋Ｔ６ｘ]３０

［－００２１７Ｔ１０，００２１７Ｔ１０］ ［０，０］
［－００４（Ｔ３ｓ＋Ｔ１１ｘ），

００４（Ｔ３ｓ＋Ｔ１１ｘ）］
［－００３０３Ｔ１５，００３０３Ｔ１５］ ［０，０］

ｆｉδ ［００６６７Ｔ２，００６６７Ｔ２ [］ －
Ｔ１ｓ＋Ｔ６ｘ
３０

，
Ｔ１ｓ＋Ｔ６ｓ]３０

［－００２１７Ｔ１０，００２１７Ｔ１０］ ［０，０］
［－００４（Ｔ３ｓ＋Ｔ１１ｘ），

００４（Ｔ３ｓ＋Ｔ１１ｘ）］
［－００３０３Ｔ１５，００３０３Ｔ１５］ ［０，０］

　　注：下标“ｓ”表示上偏差，下标“ｘ”表示下偏差。

表 ２　最低成本所对应的各公差值

Ｔａｂ．２　Ｔｏｌｅｒａｎｃｅｖａｌｕｅｓｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｔｈｅｌｏｗｅｓｔｃｏｓｔ

公差项 Ｔ１ Ｔ２ Ｔ３ Ｔ４ Ｔ５

公差值 ００４３５８ ００１９０２ ００４３１ ０２１９６６ ０２０５８１

公差项 Ｔ６ Ｔ７ Ｔ８ Ｔ９ Ｔ１０

公差值 ００４１５９ ０３１９２ ０２７１６１ ００６６８ ０００２０９

公差项 Ｔ１１ Ｔ１２ Ｔ１３ Ｔ１４ Ｔ１５

公差值 ００３５３４ ０３０８１６ ０３１４６３ ００８２７２ ００００８６

　　（２）在基于该理论的公差优化分配模型中，以
设计规定的功能要求作为约束条件，以最小制造总

成本为优化目标，在产品设计阶段就考虑了制造经

济性和产品装配功能，提高了公差设计的稳健性。

但保证系统最优鲁棒性的公差值需要结合公差优化

　　

表 ３　公差值修正结果

Ｔａｂ．３　Ｃｏｒｒｅｃｔｅｄｔｏｌｅｒａｎｃｅｖａｌｕｅｓ

公差项 Ｔ１ Ｔ２ Ｔ３ Ｔ４ Ｔ５

公差值 Ｈ９ ００２ Ｈ９ ［－０２２，０］ ［０，０２１］

公差项 Ｔ６ Ｔ７ Ｔ８ Ｔ９ Ｔ１０

公差值 ｆ８ ［０，０３２］ ［－０２７，０］ ｆ９ ０００２

公差项 Ｔ１１ Ｔ１２ Ｔ１３ Ｔ１４ Ｔ１５

公差值 ｆ８ ［－０３１，０］ ［－０３１，０］ ｆ１０ ０００１

模型采用相应的算法反复迭代求解得到，本文没有

作详细讨论。

（３）该优化模型突破了传统的公差模型大多不
适用于形位公差优化的局限，为公差综合优化分配

提供了一个新的思路和方法。
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度大于１Ｊ／ｃｍ２时，增速放缓。

５　结论

（１）从本文理论和实验研究中可知，飞秒激光
加工的材料不受热影响是相对的，其热影响程度随

飞秒激光加工参数的选择和材料物理属性的不同而

变化。实验中发现激光能量密度越高、材料晶格热

容量越小的材料越易产生熔化现象。

（２）飞秒激光微加工中，会出现被加工材料表
面热熔化现象。原因在于高能量密度激光将能量传

递给电子时，电子需要更多的时间达到电子系统热

平衡，这给热量由电子系统传递给晶格系统提供了

可能。本文以热传递计算公式计算的熔化区域尺寸

与实验实测熔化区域尺寸对比，验证了飞秒激光加

工中存在熔化区域的可能性。通过实验可以看出，

飞秒激光能量在被加工材料内部传递时，由于热损

失的存在，使得加工孔热表面熔化尺寸在一定范围

内趋于稳定（即热熔化尺寸扩大缓慢）。

（３）对于不同脉冲数的飞秒激光能量密度值，
存在关键值，可较大影响熔化区域尺寸变化速率。

如果激光能量密度低于此值，熔化区域随激光能量

密度的增加迅速扩大，若高于此值，则熔化区域增加

缓慢。另外，随着激光脉冲数的增加，达到相同熔化

区域尺寸所需激光能量密度值较低，这主要是每个

激光脉冲都会有一定的能量沉积在加工材料中，这

是飞秒激光加工的“孵蛋现象”，从而使多脉冲激光

能量需要较低的单脉冲能量密度才可达到较好的加

工效果。
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