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特殊情况下直线机构解域分析与综合方法

尹来容　韩建友
（北京科技大学机械工程学院，北京 １０００８３）

　　【摘要】　当给定鲍尔点与机架共线、瞬心点与一个机架点重合时，曲率驻点曲线退化成两条直线，在其中与机

架垂直的直线上任意给定一个连架杆，即可综合出一个四杆直线机构。提出了直线机构综合公式，并根据曲柄机

构存在条件，推导了曲柄解域计算公式。以一个固定铰链点为坐标原点，在整个机构坐标平面内绘制出曲柄机构

解域图，讨论了其中一些特殊点的机构综合问题。根据不同的设计要求确定评价函数，自动计算生成可行解域图

及其局部和全局最优机构解。实现了机构综合的可视化和自动化，解决了传统机构优选的盲目性和效率较低等问

题。
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　　引言

铰链四杆直线导引机构综合问题属于机构学中

的一个经典问题，国内外学者进行了大量深入研

究
［１～５］

，但未对所综合出的无穷多个机构进行系统

分析，对其中一些特殊点的机构综合问题也未提及。

当给定鲍尔点与机架共线、瞬心点与一个机架

点重合时，曲率驻点曲线退化成两条直线，在其中与

机架垂直的直线上任意给定一个连架杆，即可综合

出一个四杆直线机构。本文提出此种特殊情况下的

曲柄解域计算公式；在整个机构坐标平面内绘制曲

柄机构解域图，讨论其中一些特殊点的机构综合问

题。然后，根据设计要求，自动计算生成机构可行域

图，得到可行解域里面的局部最优解和全局最优解。



１　直线机构综合公式

由平面机构运动学综合理论知
［６～７］

，运动平面

上瞬时曲率半径为无穷大点的集合为拐点圆；曲率

驻点曲线是动平面上轨迹曲率为驻点的点的集合，

是一条三阶曲线；拐点圆和曲率驻点曲线在 Ｐ点之
外的交点为鲍尔点。利用鲍尔点可综合出具有４个
无限接近点直线的四杆机构。曲率驻点曲线可由

ＥｕｌｅｒＳａｖａｒｙ方程［７］
求导后得到
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式中　Ｍ、Ｎ———辅助变量　　α———转角
Ｄ———拐点圆直径　　ｒ———矢径
ρｍ———曲率半径　　σ———微小位移

当１／Ｎ＝１／Ｍ＝０时，由式（１）可知曲率驻点曲
线蜕化为

ｓｉｎα＝０ （２）
ｃｏｓα＝０ （３）
１／ｒ＝０ （４）

其中，式（２）为 ｔ轴，式（３）为 ｎ轴，式（４）为无穷远
直线。由 １／Ｎ＝０，可知拐点圆直径 Ｄ为最大值，
Ｄ＝ｌ

ＰＰ１
；由 １／Ｍ＝０，可知点 Ａ可以在 ｔ轴上任意选

取
［４，６］
。此时，鲍尔点 Ｐ１必须与机架点 Ａ０、Ｂ０、铰链

点 Ｂ位于同一条直线上，且鲍尔点与拐点圆极点重
合，如图１所示。

图 １　曲率驻点曲线和拐点圆图
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将式（２）～（４）代入 ＥｕｌｅｒＳａｖａｒｙ方程，整理得
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动铰链点 Ｂ的坐标可表示为
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式中　Ｂｘ、Ｂｙ———动铰链点 Ｂ的坐标
Ａ０ｘ、Ａ０ｙ———机架点 Ａ０的坐标

αｂ０———Ｂ０Ｐ在坐标系 ｘｙ中的角度

２　机构解域分析

以固定铰链点 Ａ０为坐标原点，铰链点 Ａ（０，ｙ），
鲍尔点 Ｐ１（ｘ，０），在机构运动平面内直接建立直角
坐标系，横纵坐标上的点两两组合对应一个机构，即

为一个机构解，全部机构解的集合构成机构解域。

满足各种设计约束的机构解域称为可行机构解域。

利用数据库技术，将解域内全部机构的各种属性值

存储至数据库，然后利用计算机图形技术，将存储的

机构属性值用各种颜色直观地显示在坐标平面上，

且设计者在解域图上选取机构时，同步显示机构属

性值。设计者不但可以直观地获得各种机构属性值

分布情况，从而避免设计者给定鲍尔点 Ｐ１和杆长
ｌ
Ａ０Ａ
的盲目性，使综合过程更直观；而且能够根据不

同的评价函数，在可行机构解域中直接得到最优机

构解，从而实现综合过程的可视化和自动化。

２１　曲柄机构解域分析
为了便于分析计算，在机构解域内，不妨令机架

ｌ
Ａ０Ｂ０
＝１（在实际应用中只需乘以实际机架长度即

可）。考虑到对称性，只需讨论上半平面（ｙ＞０）即
可。将铰链点 Ａ（０，ｙ）和鲍尔点 Ｐ１（ｘ，０）坐标代入
式（５）和（６）可得
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四杆机构各杆长为
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式中　ａ、ｂ、ｃ、ｄ———四杆机构杆长
曲柄摇杆机构、摇杆曲柄机构和双曲柄机构存

在条件分别为
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将式（８）代入式（９）～（１１），整理计算得：

曲柄摇杆机构
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（１２）

双曲柄机构
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由上述整理结果可得到曲柄机构分布解域图，

如图２所示。其中，机构类型采用 Ｂａｒｋｅｒ［８］提出的
分类方法，共有８种机构：曲柄摇杆、双摇杆、摇杆曲
柄、双曲柄、三摇杆（内外摆）、三摇杆（外外摆）、三

摇杆（外内摆）、三摇杆（内内摆）。

图 ２　曲柄机构解域图
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下面分析机构解域图中特殊点的机构综合问

题。

当给定鲍尔点 Ｐ１的横坐标 Ｐ１ｘ＝－１时，铰链
点 Ｂｘ→$

，因此，给定鲍尔点横坐标值趋近于机架长

度负值时，机构杆长比太大，机构运动性能较差。当

Ｐ１ｘ＝－２时，欲得到摇杆曲柄机构，需满足 ｜ｙ｜＞

± ２
ｘ＋２→$

，即铰链点 Ａ（０，ｙ）为无穷大时才能得到

摇杆曲柄机构，故给定鲍尔点横坐标值趋近于 ２倍
机架长度负值时，无法得到摇杆曲柄机构。

由曲柄机构解域结果可知，当 Ｐ１ｘ位于不同区

间，铰链点 Ａ的纵坐标 Ａｙ→ ±
２
ｘ＋２

，也即摇杆曲柄

机构分界值时，综合出的四杆机构的最短杆与最长

杆杆长和趋近于其他两杆杆长和，此类机构为不稳

定型，机构性能较差。当 ｘ＞０时，动铰链点 Ｂｘ位于
铰链点 Ａ０和 Ｂ０之间；当 －１＜ｘ＜０时，动铰链点 Ｂｘ
位于铰链点 Ａ０和 Ｂ０左侧；当 ｘ＜－１时，动铰链点
Ｂｘ位于铰链点 Ａ０和 Ｂ０右侧。

给定鲍尔点 Ｐ１（ｘ，０），将 Ａｙ值从零递增到无穷
大，当 ｘ＞０时，机构连杆曲线形状由“８”字型变为
“Ｄ”字型；当 －２＜ｘ＜０时，机构连杆曲线形状由

“８”字型变为“月牙”型，再变为“Ｄ”字型；当 ｘ＜－２
时，机构连杆曲线形状也由“８”字型变为“月牙”型，
最后变为“Ｄ”字型。由四杆机构连杆曲线运动规
律

［９～１０］
知，随着 Ａｙ递增，连架杆角度不断变化，从

而使连杆曲线产生变化，但 Ａｙ递增到一定值之后，
连架杆角度仅产生微小变化，而且曲柄和连架杆长

度始终不变，因此，连杆曲线不再随 Ａｙ的增大而产
生明显的变化。给定鲍尔点 Ｐ１（２，０），令 Ａｙ分别为
０１５、０２５、０３５、０４５、０５５、０６５、０８５、１５、１００，
由式（１２）～（１４）得 Ａｙ＞０５时可综合出摇杆曲柄
机构，Ａｙ＝０５为机构有无曲柄的分界点。连杆曲
线演变图如图 ３所示。由图 ３可知，连杆曲线由三
摇杆机构的“８”字型演变为摇杆曲柄机构的“Ｄ”字
型后，连杆曲线随 Ａｙ的增大而趋于稳定，仅产生细
微变化，因而其直线长度亦无变化。

图 ３　连杆曲线演变图
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由曲柄机构最小传动角计算公式知，最小传动

角 γｍｉｎ随着 Ａｙ增加而减小。因此，给定鲍尔点
Ｐ１（ｘ，０）之后，根据各种设计约束，如最小传动角、
杆长比、直线长度等，Ａｙ根据式（１２）～（１４）取较小
值即可。Ａｙ超过一定取值范围后，不仅直线长度无
变化，而且杆长比、最小传动角等机构性能指标显著

下降。

２２　可行机构解域分析
在实际工程应用中，设计者需要根据用户客观

的加工条件、装配空间等设计出性价比高的机构，因

此，设计时需对综合出的机构施加各种结构和性能

约束。机构结构约束包括最大杆长、４个杆长之和
以及连杆轮廓大小等。施加结构约束后，机构各杆

长可得到优化，机构的装配空间和运动空间均可控

制在要求范围内。设计者还可根据实际工况对单个

杆件长度施加约束，得到符合要求的机构。机构性

能约束包括机构类型、最小传动角等。可以根据用

户提出的机构类型要求，施加机构类型约束。机构

应用当中往往对其传动性能有一定的要求，而最小

传动角是反映其传动性能的指标，可以通过施加最

小传动角约束来保证机构传动性能。

施加各种设计约束后，机构解域大大减小，形成

可行解域。在可行解域中，根据不同的设计要求，如

将曲柄机构最小传动角最大或机构杆长和最小作为
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寻优目标，来确定评价函数，设定搜索步长，进行全

局搜索，从而可得到局部最优机构解和全局最优机

构解，并自动显示出该最优机构解的机构结构和性

能参数信息。

３　应用实例

平面连杆直线导向机构由于其制造成本低、易

维护、承载能力较强等特点，在印刷、纺织、食品以及

工农机械等领域有着广泛应用。下面以国内一家企

业生产流水线中的自动升降式送料机构系统为例，

来阐述机构解域设计方法和直线机构的应用。

该送料系统可由铰链四杆直线机构和机械手组

成，如图４所示。根据该生产流水线的实际工作空
间和传动性能要求，添加机构尺寸约束和最小传动

角约束；而机械手的直线路径越长，可升降的范围越

大，直线路径误差越小，升降越平稳。

图 ４　升降式送料机构简图

Ｆｉｇ．４　Ｄｉａｇｒａｍｏｆｅｌｅｖａｔｉｎｇｆｅｅｄｉｎｇｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
据此，给定设计要求如下：机构类型为曲柄摇杆

（摇杆曲柄）机构；机架长度 ｌ
Ａ０Ｂ０
＝１００ｃｍ；最大杆长

ｌｍａｘ≤４００ｃｍ；最大杆 ＡＰ１长 ｌＡＰ１ｍａｘ≤３００ｃｍ；最大杆

长和 ｌｓｕｍ≤１０００ｃｍ；最大杆长比 ｌｍａｘ／ｌｍｉｎ≤１０，ｌｍｉｎ为
最小杆长；最小传动角 γｍｉｎ≥３０°；在直线度误差

Δｌｌｉｎｅ≤００１时，直线长度 ｌｌｉｎｅ≥４０ｃｍ。
（１）机构全解域初步分析。由 ２１节曲柄机构

解域特殊点分析结论知，给定鲍尔点 Ｐ１和动铰链点
Ａ超过一定取值范围之后，不仅机构连杆曲线直线
长度不再增加，而且机构性能显著下降。因此，对机

构全解域初步分析时，根据 ｌ
ＡＰ１
设计要求，设定 ｘ∈

（－４００，４００），ｙ∈（－４００，４００），其机构解域里的机
构属性图（图５）给出了杆长和分布图以及最小传动
角分布图。其中，杆长和分布解域图中数字１～８分
别用来标记所在区域杆长和 ｌｓｕｍ∈（２００，４００），
（４００，６００），…，（１６００，１８００），数字 ９所在区域杆
长和超过１８００；最小传动角分布解域图中数字 ０表
示无曲柄存在区域，数字 ６所在区域为最小传动角
大于５０°，数字１～５分别用来标记所在区域最小传

动角 γｍｉｎ∈（０，１０）∪（１０，２０）∪…∪（４０，５０）。机
构类型分布图由曲柄机构解域图乘以实际机架长度

ｌ
Ａ０Ｂ０
＝１００即可获得。

图 ５　机构属性图

Ｆｉｇ．５　Ｐｒｏｐｅｒｔｙｏｆｍｅｃｈａｎｉｓｍ
（ａ）杆长和分布图　（ｂ）最小传动角分布图

　
（２）机构可行解域分析。根据设计要求，施加

全部约束，得到的机构可行解域如图 ６所示。在可
行解域图中任意选取一点对应一个 Ｐ１ｘ和 Ａｙ值，即
可得到一个满足全部设计要求的机构。在可行解域

里面分别以杆长和最小和最小传动角最大为寻优目

标，分别得到全局最优机构解 Ｍ１和Ｍ２，机构在可行
解域内对应的坐标见图 ６。为了对比分析，在可行
解域里任选机构解 Ｍ３，在可行解域外选择机构解
Ｍ４，机构解 Ｍ１～Ｍ４如图７所示，其结构和性能参数
见表１、２。由表１可知，机构解Ｍ１、Ｍ２和Ｍ３各项参
数满足设计要求，机构解 Ｍ１ 杆长和最小，ｌｓｕｍ ＝
４２６ｃｍ，机构解 Ｍ２最小传动角最大，γｍｉｎ为 ５５６７°，
传动性能比机构解 Ｍ１和 Ｍ３更佳；机构解 Ｍ４最小
传动角仅为２３９６°，未达到最低设计要求。表 ２中
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ｌ
ＰＰ１
为 Ｐ点到 Ｐ１点的距离。

图 ６　可行机构解域

Ｆｉｇ．６Ｆｅａｓｉｂｌｅｍｅｃｈａｎｉｓｍｓｏｌｕｔｉｏｎｒｅｇｉｏｎ

图 ７　综合所得机构图

Ｆｉｇ．７　Ｓｙｎｔｈｅｓｉｚｅｄｍｅｃｈａｎｉｓｍｓ
（ａ）机构解Ｍ１　（ｂ）机构解Ｍ２　（ｃ）机构解Ｍ３　（ｄ）机构解Ｍ４

４　结束语

研究了特殊情况下的四杆直线机构综合方法，

表 １　摇杆曲柄机构结构参数

Ｔａｂ．１　Ｍｅｃｈａｎｉｓｍｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ

机构解 ｌＡ０Ａ／ｃｍ ｌＡＢ／ｃｍ ｌＢＢ０／ｃｍ ｌＡ０Ｂ０／ｃｍ ｌＡＰ１／ｃｍ

Ｍ１ ７３ ８６４ ５３８ １００ １１２８

Ｍ２ ５１ ９０４ ２５３ １００ ２９９４

Ｍ３ ７５ ９８４ ３６４ １００ １９０４

Ｍ４ １５０ １６４１ ３３３ １００ ２５００

表 ２　摇杆曲柄机构性能参数

Ｔａｂ．２　Ｍｅｃｈａｎｉｓｍｐｒｏｐｅｒｔｙｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

机构解 ｌｓｕｍ／ｃｍ ｌｍａｘ／ｌｍｉｎ ｌｌｉｎｅ／ｃｍ γｍｉｎ／（°） ｌ
　

ＰＰ１
／ｃｍ

Ｍ１ ４２６０ １８６ ４１５ ３０７０ ８６

Ｍ２ ５６６１ ３９５ ６４２ ５５６７ ２９５

Ｍ３ ５００２ ２７５ ５７３ ４０３１ １７５

Ｍ４ ６９７４ ４９２ ５９７ ２３９６ ２００

根据曲柄机构存在条件，推导了曲柄解域计算公

式，在整个机构坐标平面内绘制出曲柄机构解域

图，并通过分析解域讨论了一些特殊点的机构综

合问题。然后，结合数据库和计算机图形技术，根

据设计要求，自动获得机构可行域图。最后，根据

不同的设计要求确定评价函数，得到可行解域里

面的全局最优解。通过分析机构解域，设计者可

以直观地在机构平面内得到各类机构属性分布

图，从中选取符合设计要求的最优机构解。应用

实例表明，该方法形象直观，有效地解决了传统直

线机构综合优选时的盲目性和效率低等问题，且

易于掌握。
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