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遥感影像的自适应小波精细积分降噪方法!
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　　【摘要】　针对遥感影像数据量大、应用精度较高的图像降噪变分法处理时计算效率较低的问题，基于 ｑｕａｓｉ

Ｓｈａｎｎｏｎ小波构造了一种二维自适应小波插值算子，并和精细积分法相结合建立了求解二维偏微分方程自适应小

波精细积分方法。利用小波变换的多尺度自适应性和精细积分方法的高精度有效提高了图像降噪变分法的求解

效率，从而可实现较大遥感影像的降噪处理。
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　　引言

遥感影像在土地和林业资源调查、规划、粮食产

量估计等领域具有广泛应用。遥感影像在获取、传

输和存储过程中，经常受到各种噪声的干扰，如地表

坡度和坡向的变化对地物光谱反射的影响以及大气

噪声污染
［１］
对地物纹理信息的影响，是遥感数据预

处理必须考虑的问题。传统的图像降噪方法，如中

值滤波、均值滤波等均是通过滤除图像的高频成分

来实现，然而遥感影像的边缘和纹理信息等也同样

分布在高频区域，应用传统方法降噪的同时边界和

纹理信息也被平滑掉，导致对遥感地物类型的识别

缺乏重要依据。

图像处理偏微分方程法可利用方程各向异性的

特点，实现保边界降噪，但偏微分方程一般采用差分

法求解
［２

#

３］
，不但求解速度慢，而且易产生人工伪

影，影响该方法的广泛使用。小波精细积分法
［４］
同

时结合了小波变换的自适应特性和精细积分技术的



高精度特性，可有效克服以上缺点，在 Ｂｕｒｇｅｒｓ方
程

［４］
、热传导方程

［５］
、浅水长波近似方程组

［６］
以及

其他非线性偏微分方程
［７］
的求解中得到广泛应用，

证实了该方法的有效性和正确性。文献［８～１０］将
该方法成功推广到二维偏微分方程的求解，但没有

考虑小波变换的多尺度特性，尽管如此，文献［１０］
将小波精细积分法应用于图像降噪，有效避免了伪

影的产生。自适应小波精细积分法
［１１］
是在通过引

入插值小波及插值小波变换理论对 Ｖａｓｉｌｙｅｖ提出的
方法

［１２
#

１３］
进行改造的基础上，构造了多尺度自适应

小波插值算子，结合精细积分技术建立了求解一维

非线性偏微分方程的一种新方法。文献［１４］基于
Ｓｈａｎｎｏｎ小波构造了求解二维偏微分方程的小波精
细积分法，由于 Ｓｈａｎｎｏｎ小波不具备紧支撑性，在处
理较大图像时，计算量巨大。事实上，在众多的插值

小波中，ｑｕａｓｉＳｈａｎｎｏｎ小波是唯一同时具备光滑性、
近似紧支撑性、正交性和解析表达式的小波

［１５］
。因

此基于 ｑｕａｓｉＳｈａｎｎｏｎ小波函数构造小波精细积分
法，在处理遥感影像等数据量较大图像时，可以对图

像进行分块处理，块与块之间的边界效应可通过构

造区间小波去除。在遥感影像子块内部实现有效离

散点的自适应配置，在保证计算精度的同时限制偏

微分方程离散生成的微分方程组的规模，有效提高

计算效率。

１　基于热传导方程的图像降噪原理

令 ｇ（Ｘ）是一个正的、有紧支集且 ３次连续可
微的实函数，即 ｇ（Ｘ）∈Ｃ３０（Ｒ

Ｎ
）。同时还满足以下

正规化条件
［１６］

∫ＲＮｇ（Ｘ）ｄＸ＝１
∫ＲＮＸｉｇ（Ｘ）ｄＸ＝∫ＲＮＸｉＸｊｇ（Ｘ）ｄＸ＝０ （ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｎ）

∫ＲＮＸ２ｉｇ（Ｘ）ｄＸ＝∫ＲＮＸ２ｊｇ（Ｘ）ｄＸ＝２ （ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｎ











 ）

（１）
则对于ｔ＞０和任意实数列 ｈ以及整数 ｎ，当ｔ＝ｎｈ２

且 ｎ→∞时，有（ｇｈ（Ｘ））
ｎ →

１
（４πｔ）

Ｎ
２

ｅ
－｜Ｘ｜

２
４ｔ，这个收

敛性在 Ｌ２（ＲＮ）空间逐点适用。其中（ｇ（Ｘ））ｎ为
ｇ（Ｘ）的 ｎ次卷积。所以对于每个原始有界图像
ｕ０（Ｘ），定义 Ｌｈｕ０ ＝ｇｈｕ０，由此进一步得（Ｌｈ）

ｎｕ０→
Ｔｔｕ０，这里（Ｔｔｕ０）（Ｘ）＝ｕ（ｔ，Ｘ），且 ｕ（ｔ，Ｘ）是无量
纲化后得到的热传导方程

ｕ
ｔ
＝Δｕ

ｕ（０，Ｘ）＝ｕ０（Ｘ
{

）

（２）

的解。

如果将原始遥感图像作为热传导方程式（２）的
初值，则热传导方程初值问题在 ｔ时刻的解就是对
该图像降噪的结果。

２　ｑｕａｓｉＳｈａｎｎｏｎ多层插值小波算法

２１　ｑｕａｓｉＳｈａｎｎｏｎ小波定义
一般来说，具有插值特性的紧支撑或指数衰减

函数均可作为插值小波基函数
［１２］
，如插值样条小

波、Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波的自相关函数等。但插值样条
小波不具备正交性，Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波没有解析表达
式，在此选用同时具备这些特点的 ｑｕａｓｉＳｈａｎｎｏｎ小
波插值函数。

ｑｕａｓｉＳｈａｎｎｏｎ尺度函数定义［１３］
为

Δ，σ（ｘ）＝
ｓｉｎ（πｘ／Δ）
πｘ／Δ (ｅｘｐ －ｘ

２

２σ )２ （３）

其中 σ＝ｒΔ
式中　Δ———离散点间距　　ｒ———任意参数

σ———窗口大小参数
２２　多层插值基函数的构造

根据张量积的定义，可得出二维小波函数

ψ１ｊ，ｋ１，ｋ２、ψ
２
ｊ，ｋ１，ｋ２
、ψ３ｊ，ｋ１，ｋ２和二维尺度函数 ｊ，ｋ１，ｋ２。

ｊ，ｋ１，ｋ２（ｘ，ｙ）＝ｊ，ｋ１（ｘ）ｊ，ｋ２（ｙ）

ψ１ｊ，ｋ１，ｋ２（ｘ，ｙ）＝ｊ＋１，２ｋ１＋１，２ｋ２（ｘ，ｙ）

ψ２ｊ，ｋ１，ｋ２（ｘ，ｙ）＝ｊ＋１，２ｋ１，２ｋ２＋１（ｘ，ｙ）

ψ３ｊ，ｋ１，ｋ２（ｘ，ｙ）＝ｊ＋１，２ｋ１＋１，２ｋ２＋１（ｘ，ｙ













）

（４）

令 ｊ为层的编号，Ｊ为 ｊ的最大值，显见，第 ｊ层
的小波函数等于第 ｊ＋１层的尺度函数。ｋ１，ｋ２表示
小波配点中离散配点的编号。多层小波配置法需要

同时考虑不同离散栅格大小下的插值算子，根据插

值小波变换理论，函数 ｆ（ｘ，ｙ）的逼近表达式为

ｆ（ｘ，ｙ）＝∑
２ｊ０

ｋ１＝０
∑
２ｊ０

ｋ２＝０
βｊ０，ｋ１，ｋ２ｊ０，ｋ１，ｋ２＋

∑
ｊ≥ｊ０
∑
２ｊ

ｋ１＝０
∑
２ｊ

ｋ２＝０
（α１ｊ，ｋ１，ｋ２ψ

１
ｊ，ｋ１，ｋ２

＋α２ｊ，ｋ１，ｋ２ψ
２
ｊ，ｋ１，ｋ２

＋α３ｊ，ｋ１，ｋ２ψ
３
ｊ，ｋ１，ｋ２

）

（５）
其中　βｊ０，ｋ１，ｋ２＝ｆ（ｘ

ｊ０
ｋ０１
，ｙｊ０ｋ０２）　（ｊ＝ｊ０，ｊ０＋１，…，Ｊ－１）

式中　ｋ０１、ｋ０２———ｊ＝０时配点编号

α１ｊ，ｋ１，ｋ２、α
２
ｊ，ｋ１，ｋ２
、α３ｊ，ｋ１，ｋ２———插值小波系数

插值算子 Ｉｋ１，ｋ２（ｘ，ｙ）定义为

ｆ
Ｊ
（ｘ，ｙ）＝∑

２Ｊ

ｋ１＝０
∑
２Ｊ

ｋ２＝０
Ｉｋ１，ｋ２（ｘ，ｙ）ｆ（ｘ

Ｊ
ｋ１
，ｙＪｋ２） （６）

为了得到统一的多层插值小波算子，需要将插值小

波系数 α１ｊ，ｋ１，ｋ２、α
２
ｊ，ｋ１，ｋ２
、α３ｊ，ｋ１，ｋ２表达成 Ｊ层上所有配置

点的权重和，因此定义限制算子为
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Ｒｌ，ｌ，ｊ，ｊｋ１，ｋ２，ｍ１，ｍ２
＝

１ （ｘｌｋ１＝ｘ
ｊ
ｍ１
且 ｙｌｋ２＝ｙ

ｊ
ｍ２
，

其中 ｋ１、ｋ２、ｍ１、ｍ２∈Ｚ）

０ （其他
{

）

（７）

限制算子表示了多层间对应值相等的配点。利

用限制算子可得小波系数表达式

α１ｊ，ｋ１，ｋ２＝∑
２Ｊ

ｉ１＝０
∑
２Ｊ

ｉ２＝０
Ｒｊ＋１，ｊ＋１，Ｊ，Ｊ２ｋ１＋１，２ｋ２，ｉ１，ｉ２

ｆ（ｘＪｉ１，ｙ
Ｊ
ｉ２
）

[

－

∑
２Ｊ

ｉ１＝０
∑
２Ｊ

ｉ２＝０
∑
２ｊ０

ｋ０１＝０
∑
２ｊ０

ｋ０２＝０
Ｒｊ０，ｊ０，Ｊ，Ｊｋ０１，ｋ０２，ｉ１，ｉ２

ｆ（ｘＪｉ１，ｙ
Ｊ
ｉ２
）ｊ０ｋ０１，ｋ０２（ｘ

ｊ＋１
２ｋ１＋１

，ｙｊ＋１２ｋ２）＋

∑
ｊ－１

ｊ１＝ｊ０
∑
２ｊ１－１

ｋ１１＝０
∑
２ｊ１－１

ｋ１２＝０
∑
２Ｊ

ｉ１＝０
∑
２Ｊ

ｉ２＝０
（Ｃ１ｊ１，ｊ１，Ｊ，Ｊｋ１１，ｋ１２，ｉ１，ｉ２

ｊ１＋１
２ｋ１１＋１，２ｋ１２

ｆ（ｘＪｉ１，ｙ
Ｊ
ｉ２
）＋

Ｃ２ｊ１，ｊ１，Ｊ，Ｊｋ１１，ｋ１２，ｉ１，ｉ２
ｊ１＋１
２ｋ１１，２ｋ１２＋１

ｆ（ｘＪｉ１，ｙ
Ｊ
ｉ２
）＋

Ｃ３ｊ１，ｊ１，Ｊ，Ｊｋ１１，ｋ１２，ｉ１，ｉ２
ｊ１＋１
２ｋ１１＋１，２ｋ１２＋１

ｆ（ｘＪｉ１，ｙ
Ｊ
ｉ２ ]）） ＝

∑
２Ｊ

ｉ１＝０
∑
２Ｊ

ｉ２＝０
Ｃ１ｊ，ｊ，Ｊ，Ｊｋ１，ｋ２，ｉ１，ｉ２

ｆ（ｘＪｉ１，ｙ
Ｊ
ｉ２
） （８）

式中　ｆ（ｘＪｋ１，ｙ
Ｊ
ｋ２
）———第 Ｊ层的离散点

Ｃ１ｊ，ｊ，Ｊ，Ｊｋ１，ｋ２，ｉ１，ｉ２
、Ｃ１ｊ１，ｊ１，Ｊ，Ｊｋ１１，ｋ１２，ｉ１，ｉ２

———常量矩阵

Ｃ２ｊ１，ｊ１，Ｊ，Ｊｋ１１，ｋ１２，ｉ１，ｉ２
、Ｃ３ｊ１，ｊ１，Ｊ，Ｊｋ１１，ｋ１２，ｉ１，ｉ２

———常量矩阵

ｋ１１、ｋ１２———ｊ＝１时配点编号
ｉ１、ｉ２———图像中某像素点 ｘ、ｙ的平移量

所以，当 ｊ＞ｊ０时

Ｃ１ｊ，ｊ，Ｊ，Ｊｋ１，ｋ２，ｉ１，ｉ２
＝Ｒｊ＋１，ｊ＋１，Ｊ，Ｊ２ｋ１＋１，２ｋ２，ｉ１，ｉ２

－

∑
２ｊ０

ｋ０１＝０
∑
２ｊ０

ｋ０２＝０
Ｒｊ０，ｊ０，Ｊ，Ｊｋ０１，ｋ０２，ｉ１，ｉ２

ｊ０
ｋ０１，ｋ０２

（ｘｊ＋１２ｋ１＋１，ｙ
ｊ＋１
２ｋ２
）－

∑
ｊ－１

ｊ１＝ｊ０
∑
２ｊ１－１

ｋ１１＝０
∑
２ｊ１－１

ｋ１２＝０
［Ｃ１ｊ１，ｊ１，Ｊ，Ｊｋ１１，ｋ１２，ｉ１，ｉ２

ｊ１＋１
２ｋ１１＋１，２ｋ１２

（ｘｊ＋１２ｋ１＋１，ｙ
ｊ＋１
２ｋ２
）＋

Ｃ２ｊ１，ｊ１，Ｊ，Ｊｋ１１，ｋ１２，ｉ１，ｉ２
ｊ１＋１
２ｋ１１，２ｋ１２＋１

＋Ｃ３ｊ１，ｊ１，Ｊ，Ｊｋ１１，ｋ１２，ｉ１，ｉ２
ｊ１＋１
２ｋ１１＋１，２ｋ１２＋１

］

（ｋ１，ｋ２∈Ｚ
ｊ
；ｉ１，ｉ２∈Ｚ

ｊ
；ｊ＝ｊ０＋１，ｊ０＋２，…，Ｊ－１；

ｋ１，ｋ２＝０，１，…，２
ｊ－１） （９）

当 ｊ＝ｊ０时

　

Ｃ１ｊ０，ｊ０，Ｊ，Ｊｋ０１，ｋ０２，ｉ１，ｉ２
＝Ｒｊ０＋１，ｊ０＋１，Ｊ，Ｊ２ｋ１＋１，２ｋ２，ｉ１，ｉ２

－

　　∑
２ｊ０

ｋ０１＝０
∑
２ｊ０

ｋ０２＝０
Ｒｊ０，ｊ０，Ｊ，Ｊｋ０１，ｋ０２，ｉ１，ｉ２

ｊ０
ｋ０１，ｋ０２

（ｘｊ０＋１２ｋ０１＋１
，ｙｊ０＋１２ｋ０２

）

Ｃ２ｊ０，ｊ０，Ｊ，Ｊｋ０１，ｋ０２，ｉ１，ｉ２
＝Ｒｊ０＋１，ｊ０＋１，Ｊ，Ｊ２ｋ１，２ｋ２＋１，ｉ１，ｉ２

－

　　∑
２ｊ０

ｋ０１＝０
∑
２ｊ０

ｋ０２＝０
Ｒｊ０，ｊ０，Ｊ，Ｊｋ０１，ｋ０２，ｉ１，ｉ２

ｊ０
ｋ０１，ｋ０２

（ｘｊ０＋１２ｋ０１
，ｙｊ０＋１２ｋ０２＋１

）

Ｃ３ｊ０，ｊ０，Ｊ，Ｊｋ０１，ｋ０２，ｉ１，ｉ２
＝Ｒｊ０＋１，ｊ０＋１，Ｊ，Ｊ２ｋ０１＋１，２ｋ０２＋１，ｉ１，ｉ２

－

　　∑
２ｊ０

ｋ０１＝０
∑
２ｊ０

ｋ０２＝０
Ｒｊ０，ｊ０，Ｊ，Ｊｋ０１，ｋ０２，ｉ１，ｉ２

ｊ０
ｋ０１，ｋ０２

（ｘｊ０＋１２ｋ０１＋１
，ｙｊ０＋１２ｋ０２＋１





















）

（１０）
由式（９）、（１０）可递归分别求出 α２ｊ，ｋ１，ｋ２、α

３
ｊ，ｋ１，ｋ２
。

利用限制算子的定义可以将 ｆ（ｘｊ０ｋ０１，ｙ
ｊ０
ｋ０２
）改写为

　ｆ（ｘｊ０ｋ０１，ｙ
ｊ０
ｋ０２
）＝∑

２Ｊ

ｋ１＝０
∑
２Ｊ

ｋ２＝０
Ｒｊ０，ｊ０，Ｊ，Ｊｋ０１，ｋ０２，ｋ１，ｋ２

ｆ（ｘＪｋ１，ｙ
Ｊ
ｋ２
） （１１）

将式（１１）代入式（５）可得

ｆＪ（ｘ，ｙ）＝∑
２Ｊ

ｋ１＝０
∑
２Ｊ

ｋ２＝
[

０
∑
２ｊ０

ｋ０１＝０
∑
２ｊ０

ｋ０２＝０
Ｒｊ０，ｊ０，Ｊ，Ｊｋ０１，ｋ０２，ｉ１，ｉ２

ｊ０
ｋ０１，ｋ０２

＋

∑
Ｊ－１

ｊ＝ｊ０
∑
２ｊ

ｋ１＝０
∑
２ｊ

ｋ２＝０
（Ｃ１ψ１ｊ，ｋ１，ｋ２＋Ｃ２ψ

２
ｊ，ｋ１，ｋ２

＋Ｃ３ψ３ｊ，ｋ１，ｋ２ ]） ｆ（ｘＪｋ１，ｙＪｋ２）
（１２）

对比插值算子定义（式（６）），可得插值算子

Ｉｋ１，ｋ２（ｘ，ｙ）＝∑
２ｊ０

ｋ０１＝０
∑
２ｊ０

ｋ０２＝０
Ｒｊ０，ｊ０，Ｊ，Ｊｋ０１，ｋ０２，ｋ１，ｋ２

ｊ０
ｋ０１，ｋ０２

（ｘ，ｙ）＋

∑
Ｊ－１

ｊ＝ｊ０
∑
２ｊ

ｋ１＝０
∑
２ｊ

ｋ２＝０
（Ｃ１ψ１ｊ，ｋ１，ｋ２（ｘ，ｙ）＋Ｃ２ψ

２
ｊ，ｋ１，ｋ２
（ｘ，ｙ）＋

Ｃ３ψ３ｊ，ｋ１，ｋ２（ｘ，ｙ）） （１３）
将自适应插值微分算子式（１３）代入图像处理

热传导方程式（２），并将原始图像作为偏微分方程
的初始值，便可通过迭代实现图像的自适应降噪。

３　数值实验结果和讨论

ＮＯＡＡＡＶＨＲＲ数据以覆盖面积广、时间分辨率
高的优势应用于较大尺度区域内地表信息的采集，

能够实时、宏观的监测地表信息变化
［１７

#

１８］
。数据在

接收和传输过程中受到各种噪声的影响，影像降噪

的目的是最大限度保留图像的边缘和纹理信息。

实验选取陕西关中平原 ２００７年 ２月 ５日
ＮＯＡＡＡＶＨＲＲ遥感影像为研究对象，覆盖区域包括
水体、植被、建筑和裸地等地物类型，以遥感影像

（３００像素 ×３００像素）作为自适应插值小波 ｑｕａｓｉ
Ｓｈａｎｎｏｎ热传导方程的初始值，采用基于小波精细
积分技术的遥感图像自适应降噪方法对其进行平滑

处理，得到不同运行时刻的降噪结果和自适应配点

图，如图１、２所示。
从图 １、２可以看出，自适应小波积分降噪方法

是一种保边界降噪方法，局部小目标被部分平滑，大

目标边界仍较清晰，降噪结果较为明显。实验设定

初始步长为００００２，运行时刻 ｔ＝００００２时，图 ２ａ
统计 ＮＯＡＡＡＶＨＲＲ影像自适应配点数为 ４９８３８，
当 ｔ增加到 ００００４时，图 ２ｂ统计自适应配点数为
４３０３８，随着 ｔ不断增加，自适应配点数明显减少，图
像平滑效果也逐渐增强，配点的自适应性越来越好。

因此，运用自适应插值小波求解热传导方程对遥感

图像进行降噪，能够较好的体现图像降噪过程的自

适应性。

图中还可以看出，降噪平滑过程中图像边缘逐

渐模糊，在边缘等梯度较大的地方配点自适应增加，

在梯度较小的地方配点自适应减少。这种自适应插
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值小波求解算法不需要对图像中所有像素点进行处

理，只需要处理配置点，因为随着时间变化配置点越

来越少，大大节省了计算内存，提高了计算效率。此

外，图像边缘出现了模糊，这是由于热传导方程式各

向同性的方程在不同的方向扩散度一致，造成了图

像平滑的同时模糊了边缘。

图 １　适应插值小波降噪结果

Ｆｉｇ．１　Ｄｅｎｏｉｓｅｄｉｍａｇｅｓｂａｓｅｄｏｎａｄａｐｔｉｖｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ
（ａ）原始影像　（ｂ）ｔ＝００００２　（ｃ）ｔ＝００００４

　

图 ２　降噪结果的自适应配点图

Ｆｉｇ．２　Ａｄａｐｔｉｖｅｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｍａｐｏｆｄｅｎｏｉｓｅｄｉｍａｇｅｓ
（ａ）ｔ＝００００２　（ｂ）ｔ＝００００４

　

４　结束语

应用自适应插值小波精细积分技术对遥感图像

降噪，在保证计算精度的情况下可有效提高图像处

理速度，避免差分方法带来的伪影。但多尺度小波

变换将整个求解区域的有效点看作相关点，必然导

致偏微分方程离散生成的常微分方程组规模巨大，

对图像进行分块处理是解决该问题的有效手段。本

文通过图像延拓方法解决块与块之间的边界效应，

该方法对小波函数的紧支撑性也有较高的要求。若要

完全解决边界效应需要从边界光滑延拓的角度建立一

种新的区间小波来实现，这是目前正在进行的工作。
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