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基于Ｆｒｅｎｅｔ标架的涡旋始端型线重构与几何特性分析
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　　【摘要】　针对当前型线研究中尚未建立表征修正型线和主体型线固有特性统一模型的问题，建立了基于

Ｆｒｅｎｅｔ标架曲率半径函数的涡旋型线通用方程，分别采用零次曲线和一次曲线对涡旋始端型线进行重构。定量分

析了型线参数对涡旋始端齿厚的影响，构建了基于母线曲率半径函数方程的涡旋压缩腔面积几何模型，研究了曲

率半径函数参数对面积特性的影响。结果表明：以曲率半径函数构成涡旋母线的连续性方程，在设计阶段即能得

到完全啮合型线和完整涡旋齿廓，无需再进行齿端修正；一次曲线重构较大的设计自由度可以使其兼顾涡旋端部

齿厚和内容积比要求，获得较零次曲线重构综合性能更为优越的涡旋齿。
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　　引言

涡旋机械以其结构紧凑、高效节能、微振低噪等

诸多特点，在制冷和空调领域得到广泛应用。近年

来已扩展到涡旋空压机、涡旋增压器、涡旋泵、涡旋

燃气发动机和涡旋膨胀机
［１～３］

等领域。型线对涡旋



齿的几何特性、整机结构和综合性能等有显著影响，

因此一直是涡旋机械设计理论的研究热点之

一
［４～６］

。

涡旋始端型线的局部修正可以改善基圆渐开

线的加工性能，提高涡旋机械的内容积比，但目前

修正方法仅限于图解法
［７］
和解析法

［８～９］
，尚未建

立表征修正型线和基圆渐开线固有特性的统一方

程，因此难以系统分析型线参数对涡旋机械几何

特性、容积特性以及动力学特性等综合性能的影

响。

本文运用微分几何理论，建立基于曲率半径函

数的涡旋型线通用积分方程，并将其应用于涡旋始

端型线的重构中，系统研究型线参数对涡旋机械几

何特性的影响。提出齿厚系数的概念并定量研究零

次曲线、一次曲线始端重构对涡旋端部齿厚的影响；

建立基于母线曲率半径方程的涡旋压缩机构面积特

性几何模型，定量分析重构型线面积特性的变化规

律。

１　曲率半径函数表示的型线方程

图 １平面内的两个正交的圆矢量函数 ｅ（φ）
和 ｅ１（φ），它们的矢端轨迹为 ｘＯｙ平面内的单位
圆。过平面曲线上的任一个给定点 Ｂ，都有正交
的切向量 α与法向量 β，在 Ｂ点建立 Ｆｒｅｎｅｔ活动
标架并使圆矢量函数 ｅ（φ）、ｅ１（φ）分别与 α、β方
向平行，这样涡旋型线方程的向量函数通用表达

式可写成

ｒ＝ｒｂｅ（φ）－ｒｓｅ１（φ） （１）
式中　ｒｂ———广义基圆半径

ｒｓ———广义展成半径

图 １　圆矢量函数与型线基本向量

Ｆｉｇ．１　Ｃｉｒｃｕｌａｒｖｅｃｔｏｒｓａｎｄｂａｓｉｃｖｅｃｔｏｒｓｏｆｓｃｒｏｌｌｐｒｏｆｉｌｅ
　
ｒｂ和 ｒｓ满足

［１０］

ｒｂ＝
ｄｒｓ
ｄφ

（２）

将圆矢量函数展开，可得型线的坐标表达式

ｘ＝ｒｂｃｏｓφ＋ｒｓｓｉｎφ

ｙ＝ｒｂｓｉｎφ－ｒｓｃｏｓ{ φ
（３）

对式（３）微分并将式（２）代入，得

ｄｘ
ｄφ (＝ ｄｒｂ

ｄφ
＋ｒ)ｓ ｃｏｓφ

ｄｙ
ｄφ (＝ ｄｒｂ

ｄφ
＋ｒ)ｓ ｓｉｎ









 φ
（４）

由式（４）得弧长

ｓ＝∫
φ

０
ｘ′２＋ｙ′槡

２ｄφ＝∫
φ (
０

ｄｒｂ
ｄφ
＋ｒ)ｓ ｄφ （５）

由式（５）得曲率半径

ρ＝ｄｓｄφ
＝
ｄｒｂ
ｄφ
＋ｒｓ （６）

将式（５）代入式（３），得到以曲率半径表示的型
线积分方程

ｘ（φ）＝∫
φ

０
ρｃｏｓφｄφ

ｙ（φ）＝∫
φ

０
ρｓｉｎφｄ{ φ

（７）

曲率半径函数可以写成切向角 φ的集成级数
形式

ρ（φ）＝Ｃ０＋Ｃ１φ＋Ｃ２φ
２＋Ｃ３φ

３＋… ＝∑
ｎ

ｉ＝０
Ｃｉφ

ｉ

（ｉ＝０，１，…，ｎ） （８）
式中　ｉ———曲率半径函数曲线的阶次。当 ｉ＝０时

称为零次曲线，型线方程代表的曲线是

圆弧；当 ｉ＝１时称为一次曲线，型线方
程代表的曲线是圆渐开线；当 ｉ≥２时
称为高次曲线

Ｃｉ———ｉ次系数，其值由光滑连接条件确定

２　曲率半径函数涡旋始端型线重构

为了提高涡旋机械的性能，通常的做法是对涡

旋始端型线进行局部修正，本文利用曲率半径函数

方程对涡旋始端型线进行重构。

图 ２　始端型线的重构曲线

Ｆｉｇ．２　Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆｔｏｐｓｃｒｏｌｌｐｒｏｆｉｌｅ

如图２所示，设始端重构型线的起始切向角为

φ１，与主体型线连接点处的切向角为 φ２，由于连接
点处两曲线具有相同的法向量 β，满足斜率连续条
件，只需保证位置连续，就可使始端型线与主体型

线实现光滑连接，达到一阶参数连续，即一阶连

续。
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主体型线为基圆渐开线，ａ为基圆半径。当型
线母线的切向角变化范围为 φ１≤φ≤φｍａｘ时，曲率半
径函数的表达式为

ρ（φ）＝
ρ０（φ） （φ∈［φ１，φ２］）

ａφ （φ∈［φ２，φｍａｘ{ ］）
（９）

当 ρ０（φ）＝Ｃ０时，始端型线曲率半径函数为零
次曲线，其对应的型线类型是圆弧。

当 ρ０（φ）＝Ｃ０＋Ｃ１φ时，始端型线为一次曲线，
其对应的型线类型是圆渐开线及等距线。

将曲率半径函数代入式（６）中，得到一条光滑
的涡旋型线 Ｆ，其方程为

ｘ（φ）＝∫
φｍａｘ

φ１
ρ（φ）ｃｏｓφｄφ

ｙ（φ）＝∫
φｍａｘ

φ１
ρ（φ）ｓｉｎφｄ{ φ

（１０）

如图 ３所示，以 Ｆ为母线，以其内法向等距
线

［１１］Ｆｉ构成动涡旋齿外壁型线，外法向等距线 Ｆｏ
构成静涡旋齿内壁型线。再以 Ｆ的中心对称曲线
Ｆ′作为另一条母线，以其内法向等距线 Ｆ′ｉ构成静涡
旋齿外壁型线，外法向等距线 Ｆ′ｏ构成动涡旋齿内壁
型线。两条母线的起始端在坐标原点 Ｏ处相切，曲
率中心 Ｏ１、Ｏ２和坐标原点 Ｏ共线，其曲率半径相
等，满足连续性条件，故所得涡旋齿型线是光滑曲

线。

图 ３　齿厚系数计算示意图

Ｆｉｇ．３　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆｔｏｏｔｈｔｈｉｃｋｎｅｓｓ
　

３　涡旋始端重构型线的齿厚系数计算

图３中直线 ＣＤ是基圆和始端重构曲线渐缩线
的公切线，切点分别为 Ｃ、Ｄ。直线 ＣＤ与动涡旋齿
的内、外壁型线交点为 Ｂ、Ａ，线段 ｌＡＣ为外壁型线的
曲率半径，其曲率中心为 Ｃ。线段 ｌＢＤ为内壁型线的
曲率半径，其曲率中心为 Ｄ。显然，点 Ａ、Ｂ、Ｃ和 Ｄ
共线，Ａ、Ｂ两点具有相同的法向量。

若已知母线方程如式（６），则其渐缩线方程为

ｘ（φ）＝ｘ（φ）－ｙ′（ｘ′
２＋ｙ′２）

ｘ′ｙ″－ｙ′ｘ″

ｙ（φ）＝ｙ（φ）＋ｘ′（ｘ′
２＋ｙ′２）

ｘ′ｙ″－










ｙ′ｘ″

（１１）

Ｏ１为母线 Ｆ的渐缩线的曲率中心，其坐标为

ｘ０（φ）＝ｘ
（φ）－ｙ

′（ｘ′２＋ｙ′２）
ｘ′ｙ″－ｙ′ｘ″

ｙ０（φ）＝ｙ
（φ）＋ｘ

′（ｘ′２＋ｙ′２）
ｘ′ｙ″－ｙ′ｘ










″

（１２）

若始端重构曲线取零次曲线，则其渐缩线的

轨迹为平面内一点 Ｏ１；若始端重构曲线取一次曲
线，则其渐缩线的轨迹为平面内圆弧，Ｏ１即为圆
心。

由于涡旋始端部分的外壁型线和内壁型线不是

法向等距线，除 Ａ、Ｂ两点外，内、外侧型线上其余点
的法向量不相同，因此基圆渐开线中法向齿厚的定

义不再适用。为了定量分析始端重构曲线参数对始

端部分齿厚的影响，引入当量齿厚

ｔｄ＝ｌＡＣ＋ｌＣＤ－ｌＢＤ （１３）

其中 ｌＡＣ＝ａφｄ－
Ｒｏ
２

（１４）

φｄ (＝ａｒｃｓｉｎ
ａ－Ｃ１
ｘ２０＋ｙ槡

)２
０

＋π （１５）

ｌＣＤ＝ ｘ２０＋ｙ
２
０－（ａ－Ｃ１）槡

２
（１６）

ｌＢＤ＝Ｃ１（φｄ－π）＋Ｃ０＋
Ｒｏ
２

（１７）

ｔ＝πａ－Ｒｏ （１８）
式中　Ｒｏ———回转半径

定义齿厚系数

ξ＝
ｔｄ
ｔ

（１９）

已知 ａ＝２０６９ｍｍ，Ｒｏ＝４ｍｍ条件下，零次曲
线和一次曲线重构的动涡旋齿分别如图４和图５所
示。

图 ４　零次曲线重构得到的动涡旋齿

Ｆｉｇ．４　Ｓｃｒｏｌｌｗｒａｐｗｉｔｈｚｅｒｏｔｈｏｒｄｅｒｃｕｒｖｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ
　

零次曲线和一次曲线始端重构齿厚系数计算值

如表１和表２所示。
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图 ５　φ２＝１３５°时一次曲线重构得到的动涡旋齿

Ｆｉｇ．５　Ｓｃｒｏｌｌｗｒａｐｗｉｔｈｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｃｕｒｖｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ
　

表 １　零次曲线重构齿厚系数计算值

Ｔａｂ．１　Ｔｏｏｔｈｔｈｉｃｋｎｅｓｓｐａｒａｍｅｔｅｒｓｗｉｔｈ
ｚｅｒｏｔｈｏｒｄｅｒｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ

切向角

φ２／（°）

切向角

φ１／（°）

零次系数

Ｃ０

当量齿厚

ｔｄ／ｍｍ

齿厚系数

ξ

５７ －３３ ２０６９ ２４９７ １００

９０ －２５ ２２８４ ２６２８ １０５

１３５ １ ２８７７ ３３１９ １３３

１８０ ３５ ３５７９ ４３６９ １７５

表 ２　一次曲线重构齿厚系数计算值
Ｔａｂ．２　Ｔｏｏｔｈｔｈｉｃｋｎｅｓｓｐａｒａｍｅｔｅｒｓｗｉｔｈ

ｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ

切向角

φ２／（°）

切向角

φ１／（°）

零次

系数 Ｃ０

一次

系数 Ｃ１

当量齿厚

ｔｄ／ｍｍ

齿厚

系数 ξ

－３８ １９１４ ０３８１ ２４９９ １００

５７ －３３ ２０６９ ０ ２４９９ １００

－２８ ２２７６ －０４６５ ２４９９ １００

－１０ ２２８１ ０４４３ ３１２５ １２５

１３５ １ ２８７７ ０ ３３１９ １３３

１０ ３６６２ －０５４２ ３５０３ １４０

４　一次曲率半径函数型线的面积特性

由于涡旋齿直壁等高的结构特点，其压缩腔的

容积特性可以转换为横截面的面积特性进行研究。

已知设计参数：涡旋圈数 Ｎ＝３，基圆渐开线最
大切向角 φｍａｘ＝６３０°，基圆半径 ａ＝２０６９ｍｍ，回转
半径 Ｒｏ＝４ｍｍ，以吸气闭合瞬时的曲轴转角位置作
为零点。

４１　吸气腔面积
动、静涡旋啮合形成的封闭腔从外到内依次为

吸气腔、压缩腔和排气腔。吸气腔完全由基圆渐开

线的法向等距线构成，其横截面积为

Ａｓ（θ）＝Ｒｏ∫
φｍａｘ－θ

φｍａｘ－３６０°－θ
ａφｄφ　（０°≤θ≤３６０°）

（２０）

４．２　压缩腔面积
如图 ６所示，当动涡旋相对于静涡旋作回转半

径为 Ｒｏ的圆形平动时，动涡旋齿外壁与静涡旋齿内
壁包围形成的封闭压缩腔面积如图中阴影部分所

示，点１、２为压缩腔的两个密封点，即啮合点。点 Ｂ
为齿端一次曲线渐缩线上的点，其坐标（ｘ１，ｙ１）由
式（１０）确定。点 Ｄ为主体渐开线基圆上的切点，其
坐标（ｘ２，ｙ２）由基圆方程确定。

图 ６　压缩腔面积

Ｆｉｇ．６　Ａｒｅａｏｆｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎｃｈａｍｂｅｒ
　
动、静涡旋型线啮合过程中，当曲轴转角 ０°≤

θ≤２７０°－φ２时，压缩腔仅由基圆渐开线的法向等距
线构成，其横截面积为

Ａ（θ）＝Ａ１（θ）＝Ｒｏ∫
φｍａｘ－θ

φ２

ａφｄφ （２１）

当曲轴转角 ２７０°－φ２≤θ≤２７０°－φ１时，压缩
腔由基圆渐开线和一次曲线的法向等距线构成，Ａ２
为一次曲线构成的面积

Ａ２（θ）＝Ｒｏ∫
φ２

φｍａｘ－θ－３６０°
（Ｃ０＋Ｃ１φ）ｄφ （２２）

由于啮合点 １、２的连线与基圆不相切，故产生
面积增量 Ａ３，其形状呈平行四边形，大小与啮合点
１、２位置有关

Ａ３（θ）＝Ｒｏｌ （２３）

其中 ｌ＝ｄ (ｓｉｎ ａｒｃｔａｎ
ｙ１－ｙ２
ｘ１－ｘ２

－（１８０°－θ )） （２４）

ｄ＝ （ｘ１－ｘ２）
２＋（ｙ１－ｙ２）槡

２
（２５）

此时封闭压缩腔的横截面积为

Ａ（θ）＝Ａ１（θ）＋Ａ２（θ）＋Ａ３（θ） （２６）
当曲轴转角 θ≥２７０°－φ１时，压缩过程结束，封

闭压缩腔的横截面积为零。排气过程开始，开始排

气角为

θ ＝２７０°－φ１ （２７）
由于涡旋齿的直壁等高特性，故涡旋压缩机构

的内容积比可用吸气闭合面积与压缩终了面积之比

表示为

ｖ＝
Ａｓ（０）
Ａ（θ）

（２８）

不同始端型线重构的面积特性计算值如表３所
示。
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表 ３　一次曲线重构面积参数计算值

Ｔａｂ．３　Ｖａｌｕｅｓｏｆａｒｅａｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｐｒｏｆｉｌｅ

φ２

／（°）

φ１

／（°）

θ

／（°）

Ａ（θ）

／ｍｍ２
ｖ

Δｖ

／％

－３８ ３０８ １３１４ ５５９３ ４７３
５７ －３３ ３０３ １３５４ ５３４０ ０

－２８ ２９８ １３９４ ５２７２ －１２８
－１０ ２８０ １５１１ ４８６４ ５８３

１３５ １ ２６９ １５９９ ４５９６ ０
１０ ２６０ １６７３ ４３９３ －４４２

５　讨论

（１）始端齿厚。在零次曲线重构中，随着 φ２的

增大，涡旋始端齿厚增大，如图 ４和表 １所示；在一
次曲线重构中，随着 φ２的增大，涡旋始端齿厚增大，
且当 φ２一定时，随着 φ１的增大，涡旋始端齿厚增
大，见图５和表２。由此可见，切向角参数 φ对涡旋
始端齿厚有较大影响，且一次曲线重构可以获得更

多的齿端厚度选择。当 φ２＝５７°时，当量齿厚方向
与涡旋齿内外壁型线的公切线重合，ξ＝１，与 φ１的
变化无关。

（２）面积特性。一次曲线重构压缩腔面积中
Ａ１随着 φ２的减小而增大，如图７所示。φ２一定时，
随着 φ１的变化，Ａ２曲线的斜率变化规律各异，由一
次曲线系数 Ｃ０和 Ｃ１确定，如图７、８所示。

图 ７　Ａ１随曲轴转角的变化历程

Ｆｉｇ．７　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆａｒｅａ（Ａ１）ｖｓｃｒａｎｋａｎｇｌｅ（θ）
　

图 ８　Ａ２随曲轴转角的变化历程

Ｆｉｇ．８　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆａｒｅａ（Ａ２）ｖｓｃｒａｎｋａｎｇｌｅ（θ）
　
如图９所示，当 φ２＝１３５°时，面积增量 Ａ３的值

经历了从零—正—零—负的波动变化过程，Ａ３为零

时封闭压缩腔的两啮合点连线与基圆相切。当φ２＝
５７°时，面积增量 Ａ３的值从零变为负值，中间无极性
变化，不呈现波动性。这一现象与重构型线连接点

处几何边界条件仅为一阶连续，曲率半径函数的变

化率大小不同有关。在排气瞬时，Ａ３的值恒等于
ａＲｏ，与重构曲线参数无关。Ａ３占第二压缩腔总面
积值的５％ ～６％，不可忽略。

图 ９　Ａ３随曲轴转角的变化历程

Ｆｉｇ．９　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆａｒｅａ（Ａ３）ｖｓｃｒａｎｋａｎｇｌｅ（θ）
　
（３）内容积比。一次曲线重构中随着 φ２的增

大，θ减小，压缩过程缩短，ｖ减小；φ２一定时，随着

φ１的增大，θ
减小，Ａ增大，ｖ减小，如表 ３和图 １０、

图１１所示。虽然减小φ２和φ１可以获得较大的内

图 １０　φ２＝１３５°时压缩腔面积的变化历程

Ｆｉｇ．１０　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆａｒｅａｏｆｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ

ｃｈａｍｂｅｒ，φ２＝１３５°

图 １１　φ２＝５７°时压缩腔面积的变化历程

Ｆｉｇ．１１　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆａｒｅａｏｆｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ

ｃｈａｍｂｅｒ，φ２＝５７°
容积比，但过分地减小 φ２和 φ１将使齿端部分强度
削弱，此外当重构曲线和基圆渐开线连接点处的曲

率半径小于 Ｒｏ／２时，还将导致涡旋齿端部型线不光
滑，使涡旋齿的加工性能和动力学特性恶化。
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６　结论

（１）涡旋型线母线的曲率半径函数积分方程不
但可以表示基圆渐开线，还可描述一阶连续始端重

构型线，建立以切向角的连续变化为基础的型线方

程可得到完全啮合型线和完整涡旋齿廓，无需再进

行齿端修正。

（２）涡旋始端齿厚和面积特性随曲率半径函数
不同而呈现不同的变化规律。通过对曲率半径函数

的优化选取，可以设计满足几何特性和容积特性要

求的涡旋型线，有利于涡旋机械的柔性化设计。

（３）在切向角相同条件下，一次曲线始端重构
曲率半径函数系数有 ２个，可以兼顾涡旋齿端强度
和内容积比要求，获得较零次曲线重构综合性能更

为优越的涡旋齿。

（４）一次曲线的实质是基圆半径等于 Ｃ１的圆
渐开线（或其法向等距线），若 Ｃ１＝０，则一次曲线退
化为零次曲线，即圆弧曲线，其曲率半径等于 Ｃ０。
由于基圆渐开线和圆弧型线的数控加工技术已经成

熟，故一次曲线涡旋齿端重构理论具有较强实用性。
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