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　　【摘要】　基于双电动机驱动单质体非线性振动机械的动力学模型，推导出双激振电动机的相位差状态空间方

程，在系统锐共振（频率比为 ０９５～１０５）条件下，建立非线性系统的变结构同步控制器，并对同步控制器参数的选

取进行了理论推导。仿真结果表明，双激振电动机的变结构控制同步策略比目前广泛应用的传统 ＰＩＤ同步控制策

略，能更有效地控制由电动机参数差异、外扰等因素引起的同步性误差，改善多电动机同步性能以及非线性系统的

振动运动特性。
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　　引言

由两台或多台激振电动机同步驱动的振动机械

已广泛应用于工业生产各领域
［１］
。但由于该类振

动机械各激振电动机转子之间无直接联系、振动系

统的非线性特性、各激振电动机特性参数差异以及

电动机轴摩擦矩不同等因素，造成多激振电动机实

现振动同步很困难，甚至不会出现振动同步驱动现

象，使振动机体运动偏离预期设计目标。近年来，国

内外针对远超共振（频率比为２～１０）及低临界近共
振（频率比为 ０７５～０９０）状态下的线性或拟线性
化系统中多激振电动机同步驱动问题作了很多相关



研究
［２～４］

，但对于利用共振原理，使振动系统具备达

到所需振幅、激振力最小优点的非线性振动系统，在

锐共振（频率比为 ０９５～１０５）状态下的多激振电
动机同步驱动问题却较少涉及。本文以非线性振动

系统为研究对象，分析在振动系统锐共振状态下，双

激振电动机基于变结构控制策略的控制同步问题。

１　双激振电动机相位差状态空间方程

非线性振动系统力学模型如图１所示。图中 Ｏ
为振动机体中心；Ｏ１、Ｏ２为两激振电动机回转轴心；
Ｏｘｙ为振动系统坐标系；ω１、ω２为两激振电动机回
转角频率；φ１、φ２为两激振电动机回转角；Δα为两
激振电动机的相位差角，Δα＝φ１－φ２；ｅ为机体与分
段线性弹簧间隙；ｋ′为分段线性弹簧动刚度系数；
ｋｘ、ｋｙ为振动系统在 ｘ、ｙ向的弹簧动刚度系数；ｌ１、ｌ２
为两激振电动机回转轴心到机体中心的距离。

图 １　非线性振动系统的力学模型
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由拉格朗日方程，可建立图 １所示非线性系统

的动力学方程
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振动系统中双偏心转子的驱动方程为
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式中　ｘ、ｙ———振动机体 ｘ、ｙ向位移
φ———振动机体绕质心 Ｏ的摆角
ｍ０———振动机体质量
Ｊ０———振动机体绕质心 Ｏ的转动惯量
ｍｉ———偏心块质量
Ｊｉ———偏心块绕机体质心 Ｏ的转动惯量
Ｊ′ｉ———偏心块绕电动机轴中心的转动惯量
ｒｉ———偏心块回转偏心距
ｃ′ｉ———电动机轴回转当量阻尼系数
Ｔｍｉ———激振电动机输出矩
ｋφ———振动系统 φ向的弹簧动刚度系数
ｃｘ、ｃｙ、ｃφ———振动系统 ｘ、ｙ、φ向阻尼系数
ｃ′———分段线性弹簧内阻尼系数

对式（２），当 ｉ＝１、２时有
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式（６）减去式（５）后，由非线性系统平均法［５］
求

解式（１）代入之，并略去高阶项，在系统 ２π周期取
平均（根据实际振动筛设计条件，令 ｍ１＝ｍ２、ｒ１＝ｒ２、
ｃ′１＝ｃ′２、ｌ１＝ｌ２）得双电动机相位差状态空间方程
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式中　γ———双激振电动机的平均旋转频率

ωｅ（ｙ）、δｅ（ｙ）———由文献［５］方法求得的非
线性振动系统 ｙ向等效固
有频率及等效衰减系数
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ｋｅ———振动系统 ｙ向等效刚度

ｘ、ｙ、φ———由式（１）经非线性系统平均

法
［５］
求得振动系统在 ｘ、ｙ、φ

向的振动响应相位

２　锐共振控制同步变结构控制器设计

将双电动机激振系统作为主从跟随系统，令其

中的电源直接供电电动机为主电动机，另一由变频

器供电电动机为从电动机，将主电动机的输出检测

值作为从电动机的目标值。设计控制系统时，将从

电动机构成闭环系统，并利用变频器对其进行调速

控制，使从电动机转速实时跟踪主电动机，实现双激

振电动机转速相同的同步驱动模式。由于工业控制

中，异步电动机调速控制用变频器可简化为比例环

节，则异步电动机同步转速可表示为
［６］

ｎ＝ｋｂｋｆｕ （１１）
其中 ｋｆ＝２π／ｎｐ
式中　ｋｂ———变频器输出比例系数

ｋｆ———变频器输出频率系数
ｎｐ———异步电动机极对数
ｕ———控制端输入电压

取两激振电动机相位差及其一阶导数作为系统

状态变量

ｅ１＝φ２－φ１

ｅ２＝φ
·

２－φ
·{
１

（１２）

将式（１２）代入式（７），并考虑电动机变频器控
制的同步转速式（１１），由于闭环反馈控制系统中状
态变量是小量，故令 ｃｏｓΔφ≈１、ｓｉｎΔφ≈Δφ，可得控
制系统的状态空间方程
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其中 ΔＴ＝Ｔｍ２－Ｔｍ１
由式（８）、（９）、（１０）和（１３）知，系统相位差、转

速差受系统参数及外扰影响，是时变量。故需设计

系统状态变量反馈控制器，输出控制量 ｕ，使系统的
相位差及转速差在外扰情况下保持稳定。为此，针

对式（１３）状态空间方程设计变结构控制策略［７～８］
。

设系统的变结构控制滑模面
［９］
为

ｓ＝Ｔｓｅ１＋ｅ２ （１４）
式中　Ｔｓ———响应时间常数

控制量 ｕ可表示为
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ｂ
αＴｓｅ１＋β

Ｈ１
Ｊ′１
ｅ２＋Ｆｓｇｎ（ｓ ]） （１５）

式中　α、β———变结构控制系统反馈增益系数
Ｆ———消除系统稳态误差增益系数

利用滑模线斜率须小于被控系统负特征值
［９］

来确定系统变结构控制响应时间常数 Ｔｓ的下限。
将式（１５）代入式（１３），并令 Ｆ＝０有

Ｊ′１ｅ
··

１＋βｋｆｋｂΔＴｅ
·

１－（Ｈ１＋αｋｆｋｂΔＴ）ｅ１＝０（１６）
式（１６）负特征值为

η＝－ΔＴＪ′１
［βｋｆｋｂ＋ β２ｋ２ｆｋ

２
ｂ－４Ｊ′１（Ｈ１＋αｋｆｋｂΔＴ槡 ）］

（１７）
对系统稳态变结构控制时，Ｔｓ应满足

Ｔｓ＞η （１８）
进行基于变结构策略的系统运动控制时，须分

析滑模面到达条件 ｓ·ｓ·＜０是否成立，将式（１３）代入
式（１４）有

ｓ·ｓ·＝１
Ｊ′１
［（Ｊ′１－ΔＴＴｓ－βΔＴｋｆｋｂＴｓ）ｅ２ｓ＋

（Ｈ１－αΔＴｋｆｋｂ）Ｔｓｅ１＋Ｔｓｓ（Ｈ２－Ｊ′１Ｈ３－

ΔＴｋｆｋｂＦｓｇｎ（ｓ））］ （１９）
可知，要使到达条件成立必有

α＞
Ｈ１
ΔＴｋｆｋｂ

β＞
Ｊ′１－ΔＴＴｓ
ΔＴｋｆｋｂＴｓ

Ｆ＞
｜Ｈ２－Ｊ′１Ｈ３｜
ΔＴｋｆｋ















ｂ

（２０）

式（１８）、（２０）确定了系统变结构控制器参数边
界值，使得对式（１３）系统实施双激振电动机变结构
控制同步变为可行。

３　数值仿真

控制同步实验系统中采用两型号相同的异步电

动机，实验参数如下：ｍ０＝２００ｋｇ，ｍ１＝ｍ２＝１５ｋｇ，
ｒ１＝ｒ２＝００８ｍ，ｌ１＝ｌ２＝０５ｍ，ｋｘ＝ｋｙ＝ｋ′＝１３×

１０４Ｎ／ｍ，ｋφ＝２２×１０
３Ｎ·ｍ／ｒａｄ，ｅ＝００１ｍ，ｃｘ＝

ｃｙ＝ｃ′＝１００Ｎ·ｓ／ｍ，ｃφ＝１１０Ｎ·ｍ·ｓ／ｒａｄ，ｃ′１＝ｃ′２＝
００１Ｎ·ｍ·ｓ／ｒａｄ。

基于上述参数及式（１７）、（１８）、（２０），取 Ｔｓ＝
００３７，α＝３９，β＝０４２，Ｆ＝０３５，并由文献［５］可
求得非线性振动系统 ｙ方向等效固有频率 ωｅ（ｙ）≈
９９２５ｒａｄ／ｓ。

考虑电动机特性参数差异，通过实验实测两激

振电动机的输出矩，令驱动矩差 ΔＴ＝００１Ｎ·ｍ。考
虑到振动系统中双激振电动机安装误差，令双激振
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电动机 存 在 Δα＝７１０°的初始相位 差。联 合
式（１３）～（１５）进行变结构控制同步仿真，得到仿真
结果如图２～５所示。

图 ２　双激振电动机转速跟踪仿真曲线

Ｆｉｇ．２　Ｒｏｔａｔｉｏｎａｌｓｐｅｅｄｔｒａｃｋｉｎｇｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

ｆｏｒｄｕａｌｅｘｃｉｔｉｎｇｍｏｔｏｒｓ
（ａ）基于传统 ＰＩＤ控制策略　（ｂ）基于变结构控制策略

　

图 ３　双激振电动机相位差变化曲线

Ｆｉｇ．３　Ｐｈａｓｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｃｈａｎｇｅｃｕｒｖｅｓ

ｆｏｒｄｕａｌｅｘｃｉｔｉｎｇｍｏｔｏｒｓ
　

图 ４　双激振电动机变结构控制输入控制信号仿真曲线

Ｆｉｇ．４　Ｉｎｐｕｔｓｉｇｎａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｆｏｒｄｕａｌｅｘｃｉｔｉｎｇｍｏｔｏｒｓ

ｖａｒｉａｂｌｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｃｏｎｔｒｏｌ
　

从图２ａ可看出，未使用文中设计控制策略的双
激振电动机作跟随同步运动时，从电动机在传统

ＰＩＤ控制作用下始终比主电动机滞后，并且转速差
逐渐变大。在约 ０９ｓ时，由于系统的控制调节作
用，双电动机转速出现较剧烈的波动，随后双电动机

转速趋近平稳，在约 ４０ｓ时到达等速状态，实现双
激振电动机的转速同步。从图３双激振电动机相位
差仿真结果也可看出，从电动机在跟踪主电动机的

图 ５　双激振电动机变结构控制同步滑模面运动曲线

Ｆｉｇ．５　Ｓｌｉｄｉｎｇｍｏｄｅｓｕｒｆａｃｅｍｏｔｉｏｎｃｕｒｖｅｆｏｒｄｕａｌｅｘｃｉｔｉｎｇ

ｍｏｔｏｒｓｖａｒｉａｂｌｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｃｏｎｔｒｏｌｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ
　

过程中，相位差由初始的 Δα＝７１０°进一步增大到
约 １６８°，在双电动机转速剧烈振荡的调节过程中，
相位差也同样发生剧烈波动，随着双电动机的转速

趋于相等，相位差也趋于稳定 Δα≈１４３０°。
图２ｂ中双激振电动机采用文中推导的变结构

控制策略，使得从电动机起动过程中紧紧跟随主电

动机，并一度出现转速交叉变化现象。在约 ０７６ｓ
时，双激振电动机在系统控制作用下出现转速调节

过程（较图 ２ａ中 ０９ｓ提前），同时图 ２ｂ中反映的
调节过程较图２ａ平缓很多，并在约３３ｓ时，双电动
机到达稳定等速阶段（较图 ２ａ中 ４０ｓ提前），实现
转速同步。从图３中反映出来的相位差变化过程中
也可看出，双电动机相位差由初始的 Δα＝７１０°逐
步变大，但随后变小，随双电动机转速调节过程进入

相位差振荡阶段，但振荡幅度相对于传统控制过程

小很多。且相对传统控制策略，更快到达稳定的相

位差 Δα≈６１°。很明显由于变结构控制的作用，双
激振电动机能更快、更平缓到达稳定的同步状态，且

相位差更小。

图４是对非线性系统中双激振电动机进行变结
构控制的输入控制信号 ｕ仿真。图中 ｕ逐渐变大使
从电动机紧紧跟随主电动机运动，在约 ０７５ｓ出现
波动，促使电动机进行转速调节，使两电动机转速趋

于稳定相等，与图２ｂ中反映的双电动机转速跟踪同
步现象一致。图５是对双激振电动机进行变结构控
制同步过程中，非线性系统跟踪滑模面运动情况仿

真，图中控制量快速向滑模面趋近，并在滑模面附近

运动，尽管由于双电动机转速调整，出现被控量在滑

模面上振荡运动，但随后很快趋于稳定的滑模面运

动。表明该变结构控制策略能有效控制非线性系统

中双激振电动机实现控制同步。

当系统运行稳定后，测定双激振电动机转频

γ′≈１０２９２ｒａｄ／ｓ，则此时非线性振动系统频率比

ｚ＝γ′
ωｅ
≈１０３７（符合文中设置的锐共振频率比 ｚ为

０９５～１０５），且将系统锐共振工作条件 ωｅ（ｙ）≈γ′

代入式（８）、（９）、（１０）及（１９）有 ｓ·ｓ·＝－１２２５＜０，
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满足变结构控制要求的滑模面到达条件，即该双电

动机激振非线性系统可实现锐共振情况下的变结构

控制同步。

４　结束语

通过理论推导及数值仿真，研究了在非线性振动

系统锐共振情况下双激振电动机的控制同步问题。分

析表明，本文设计的非线性系统多激振电动机变结构

控制策略不仅能有效地实现双激振电动机的控制同

步，而且能在一定程度上减小由双电动机初始条件差

异等原因引起的同步性误差，改善非线性振动系统中

多激振电动机的同步性能，具有良好的鲁棒性。
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