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　　【摘要】　提出一种可应用于微／纳操作领域的 ３ ＰＲＲ柔性并联机构，基于 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论，采用假设

模态法，分析支链上从动杆的柔性，结合实例说明了将从动杆视为刚性杆处理的依据。为进一步分析各构件惯量

参数和柔性构件刚度对系统固有频率的影响，采用拉格朗日方程建立了修正的机构动力学振动微分方程，并结合

实例进行分析，利用仿真计算验证了所建模型的有效性。
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　　引言

压电陶瓷驱动的柔性并联机构克服了传统并联

机构固有的缺点，如反向间隙、迟滞、铰链加工误差

等，具有承载能力高、无反向间隙、无非线性摩擦、分

辨率高、运动灵活、动态特性良好等特点，因此被广

泛应用于超精密加工和微／纳米操作等研究领
域

［１～２］
。

目前，柔性并联机构的理论和实验研究还很不

成熟
［３］
，关于机构惯性参数及柔性环节刚度对动力

学特性影响的研究更为少见。另外，在利用伪刚体

模型理论对柔性体进行分析时，常常直接将部分中

间连杆视为刚性体处理，而相应的等效依据却少有

研究。拉格朗日方程法从系统的动势能角度建立机

构动力学方程，不需要复杂的运动学加速度、角加速

度分析，推导过程简便，且能得到形式简洁的动力学

方程，便于进一步动力学分析及研究。

本文基于 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论，采用假设模
态法，分析各支链上连杆的柔性，并基于拉格朗日方

程建立修正后的机构振动微分方程。通过仿真算

例，说明动平台和从动杆的惯量参数（质量、转动惯

量）及柔性构件刚度在此柔性并联机构中的作用。



１　３ ＰＲＲ柔性并联机构

如图１所示，３ ＰＲＲ柔性并联机构包括动平
台、基座和３个沿圆周均匀分布的运动支链。每个
支链上的移动铰链与基座固连且由压电陶瓷驱动器

驱动，驱动点设计为左右对称的平行板簧形式，以保

证驱动器伸长（压缩）过程中的定位。在多种截面

形式的柔性铰链中，圆形凹槽柔性铰链的变形精度

最高
［４］
，因此各支链从动杆两端的柔性铰链均采用

此种形式。

为了保证工作过程中的运动精度，该柔性机构

采用线切割技术整体加工工艺，不需要装配、调整等

手段，从而可以有效提高加工制造精度和定位精度。

另外整体加工方式以及对称的结构形式，可以有效

消除工作过程中热变形的影响。

在基座中心 Ｏ建立基坐标系 Ｏｘｙ，ｘ轴平行于
动平台边 Ｃ１Ｃ３的初始位置。动坐标系 Ｏ′ｘ′ｙ′位于
动平台中心 Ｏ′，机构的基座和动平台半径分别为
ｒａ、ｒｂ，主动臂 ＡｉＢｉ长度为 ｑｉ，从动杆 ＢｉＣｉ长度为 ｌ，
ｅｉ为主动臂单位方向矢量，ｗｉ为从动臂单位方向矢
量，位置角为 θｉ。点 Ａｉ在基坐标系 Ｏｘｙ中的位置角
为 αｉ，且有 αｉ＝α１＋２（ｉ－１）#／３。点 Ｃｉ在动坐标系
Ｏ′ｘ′ｙ′中的位置角为 βｉ，且有 βｉ＝β１＋２（ｉ－１）#／３，
动平台在 ｘＯｙ面内的转角为 γ，其中 ｉ＝１，２，３。

图 １　３ ＰＲＲ柔性并联机构及其坐标系示意图

Ｆｉｇ．１　Ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅａｎｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｏｆ３ ＰＲＲ

ｃｏｍｐｌｉａｎｔｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
１．单自由度柔性铰链　２．从动杆　３．压电陶瓷驱动器　４．板簧
　

２　从动杆柔性分析

基于 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁假设，采用假设模态法，

第 ｉ个从动杆中线上任意一点的柔性变形可表示
为

［５］

Ｗｉ（ｓ，ｔ）＝∑
ｒ

ｊ＝１
ηｉｊ（ｔ）Φｉｊ（ｓ）　（ｉ＝１，２，３）（１）

式中　Φｉｊ（ｓ）———振型函数

ηｉｊ（ｔ）———模态坐标

由于动平台具有沿 ｘ、ｙ方向的２个平动自由度
以及１个在 ｘＯｙ面内的转动自由度，因此其具有的
动能表示为
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其中 Ｉｐ＝ｍｐｒ
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ｂ／４

式中　ｍｐ———动平台质量

ｖｘ、ｖｙ———动平台沿 ｘ、ｙ方向的平动速度

ω———动平台在 ｘＯｙ面内的角速度

Ｉｐ———动平台转动惯量
从动杆动能为
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式中　ρｉ———第 ｉ个从动杆的线密度
机械系统中的势能主要包括：重力势能、机构中

柔性环节发生柔性变形而产生的应变能。３ ＰＲＲ
柔性并联机构中，动平台及其他各部分构件均未发

生沿垂直ｘＯｙ面方向的位置变化，因此在此系统中，
势能主要是指各柔性环节中储存的应变能。

在构建机构伪刚体模型时将柔性铰链等效为理

想化的线性扭簧，驱动处的平行板簧等效为线性弹

簧，因此可将 Ｂｉ和 Ｃｉ处柔性铰链势能以及驱动处柔
性环节势能表示为
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式中　ｋ———从动杆上柔性铰链转动刚度

ｋ１———驱动处柔性环节等效刚度

θ０ｉ———位置角初始值

Δγ———动平台 ｘＯｙ面内转角变化量
柔性杆变形势能为
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式中　Ｅ———从动杆弹性模量
Ｉ———从动杆惯性矩

将式（１）～（５）代入拉格朗日方程，得

ｄ
ｄ (ｔ （Ｋ－Ｖ）η

· )
ｉｊ

－（Ｋ－Ｖ）
ηｉｊ

＝Ｑｉ （６）

式中　Ｑｉ———广义非保守力
采用线切割整体加工工艺，机构中各部分保持

为一个整体，因此工作过程中，各构件之间摩擦力作

用可忽略不计，即认为机构不存在阻尼，阻尼比为

零
［６］
。因此将式（６）化简后可得
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式中　ｍｇ———从动杆质量
将式（７）表示为矩阵形式

Ｍ１η
··

＋Ｋ１η＝Ｍｑｑ
··

＋Ｍθθ
··

＋Ｆｆｇ （８）

为便于考察从动杆柔性，令动平台的运动规律为

ｘ＝５０ｃｏｓ（１０πｔ）－５０
ｙ＝５０ｓｉｎ（１０πｔ）
ｚ{ ＝－３００ （９）

将式（９）代入式（８），利用 Ｍａｔｌａｂ中的 ＯＤＥｓ求

解工具求解 ηｉｊ（ｔ），然后再将其重新代入式（５），可
得到在机构工作过程中各连杆中点处的弹性变形量

及其所储存的势能，如图２、３所示。其中所用参数分
别为：从动杆长度ｌ＝２０ｍｍ，动平台半径ｒｂ＝３０ｍｍ，基
座半径ｒａ＝５７９６ｍｍ，动平台质量ｍｐ＝６０ｇ，从动杆
质量 ｍｇ＝４ｇ，柔性铰链刚度 ｋ＝３４５３Ｎ·ｍ／ｒａｄ，驱动

刚度 ｋ１＝２０２×１０
６Ｎ／ｍ，θ０１＝π，β１＝－π／６，α１＝

－π／１２。材料为铝合金 Ｔ７０７５，其密度为 ρ＝２８５×
１０３ｋｇ／ｍ３，弹性模量为２１×１０１１Ｐａ。

由两图可知：在机构运动过程中，３个柔性连杆
中点处的变形量均在±６×１０－１６ｍ之间，其中第２个连
杆的变形量由于其运动规律而稍大些，但三者的变形

量相比较于杆长及机构整体变形来说是可以忽略的；

连杆内储存的应变能为０～７×１０－２０Ｎ·ｍ，而柔性铰链
内储存的应变能为４５５３７８～４５５４２７Ｎ·ｍ，两者的差
距是很明显的。

图 ２　从动杆中点处的变形量曲线

Ｆｉｇ．２　Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎａｔｔｈｅｍｉｄｐｏｉｎｔｏｆｐａｓｓｉｖｅｌｉｎｋｓ
（ａ）支链１　 （ｂ）支链 ２　 （ｃ）支链 ３

　

图 ３　从动杆及柔性铰链内的势能曲线

Ｆｉｇ．３　Ｐｏｔｅｎｔｉａｌｅｎｅｒｇｙｏｆｐａｓｓｉｖｅｌｉｎｋａｎｄｆｌｅｘｕｒｅｈｉｎｇｅ
（ａ）从动杆　（ｂ）柔性铰链

　

３　机构的简化动力学分析

根据以上结论，在此类型的 ３ ＰＲＲ柔性并联
机构的动力学分析中，连杆的柔性可以忽略不计，相

对于柔性铰链来说，连杆可以视为刚性体。

因此，将连杆动能修正为

Ｋｌ＝∑
３
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(

１

１
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·２
ｉ＋
１
２
Ｉｇθ
·２ )ｉ （１０）

其中 Ｉｇ＝ｍｇｌ
２／３

式中　Ｉｇ———从动杆转动惯量
同时，将从动杆势能忽略，设 ｓ＝（ｘ，ｙ，γ）Ｔ为

系统广义坐标，重新推导式（６）可得修正的机构动
力学方程为
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其中 Ｍ＝Ｍｐ＋ｍｇ（Ｊ
ＴＪ）＋Ｉｇ（Ｊ

Ｔ
θＪθ）

Ｍｐ＝ｄｉａｇ（ｍｐ，ｍｐ，Ｉｐ）

Ｋ＝ｋ（ＪＴθＪθ）＋ｋ１（Ｊ
ＴＪ）＋ｋ（ＪＴｃＪｃ）

Ｊｃ＝Ｊθ＋Ｎ２

Ｎ２＝
０ ０ １
０ ０ １









０ ０ １

式中　Ｍ———系统质量矩阵
Ｋ———系统刚度矩阵
Ｊθ———位置角 θｉ的雅克比矩阵
Ｊｃ———输入量 ｑｉ的雅克比矩阵

由式（１１）可得，３ ＰＲＲ柔性并联机构无阻尼
弹性振动固有频率 ｐ满足

｜Ｋ－ｐ２Ｍ｜＝０ （１２）
显然，３ ＰＲＲ柔性并联机构的无阻尼弹性振

动固有频率与动平台、从动杆惯量参数（质量、转动

惯量）、柔性铰链刚度以及驱动刚度有关。

４　实例分析与仿真

由于系统的质量矩阵和刚度矩阵的维数较高，

数学推导过程复杂，显式形式不易求解且无法直观

的反映各构件惯量参数以及柔性构件刚度对系统固

有频率的影响，这里通过数值算例的方法利用

Ｍａｔｌａｂ仿真软件进行分析并加以说明。
４１　构件惯量参数对固有频率的影响

构件惯量参数包括：质量（动平台、从动杆）和

转动惯量（动平台、从动杆）。为便于分析，将上述

两参考量分别求比值，保持基座尺寸不变，改变动平

台半径和从动杆长度，从而使其产生相应的质量和转

动惯量变化。代入式（１２）求解，结果如图４所示。

图 ４　惯量参数与系统固有频率的关系曲线

Ｆｉｇ．４　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｉｎｅｒｔｉａｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｎｄｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
（ａ）质量比与固有频率关系　（ｂ）转动惯量比与固有频率关系

　

图 ５　柔性构件刚度与系统固有频率的关系曲线

Ｆｉｇ．５　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｓｔｉｆｆｎｅｓｓｏｆｆｌｅｘｕｒｅｐａｒｔｓａｎｄｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
（ａ）柔性铰链刚度与固有频率关系　（ｂ）驱动刚度与固有频率关系

　　由图４可知，对于此类柔性并联机构：随着动平
台质量增加（或从动杆质量减小），即系统质量集中

于动平台情况下，系统第 １、２阶固有频率也相应逐
渐减小并趋于恒定，第 ３阶固有频率则随之逐渐减
小到一定值后又反向逐渐增加，转折点发生在质量

比为２５附近；随着动平台转动惯量增加（或从动杆
转动惯量减小），系统第 １、２阶固有频率随之而逐
渐减小并趋于恒定；而第 ３阶固有频率则随转动惯
量比的增加逐渐减小到一定值后转而逐渐增加，转

折点发生在转动惯量比为１００附近。

因此，可以通过合理的分配动平台、从动杆质量

或转动惯量来调整系统固有频率。

４２　柔性环节刚度对固有频率的影响
柔性环节包括从动杆两端 Ｂｉ、Ｃｉ位置上单自由

度圆形凹槽柔性铰链和驱动处平行板簧，将两者对

应的转动刚度和驱动刚度代入式（１２）求解，结果如
图５所示。

由图５可知，在此类柔性并联机构中，系统固有
频率随着单自由度柔性铰链刚度的增加而增加，且

近似呈线性分布。但随着柔性铰链刚度的增加，其
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变形灵活性也必然会随之降低。在实际应用中，要

求柔性机构在实现高效的运动（变形）传递能力的

同时应尽可能避免其产生低阶谐振现象或共振现

象
［３，７］
，显然上述两者在基于铰链柔性变形为基础

的柔性微动并联机构中是相互矛盾的。

系统固有频率随着驱动刚度的增加而逐渐增

大，但并未呈现为线性。

４３　仿真计算
利用 Ｍａｔｌａｂ仿真软件进行理论分析计算，将上

述所列机构几何参数和材料参数代入式（１２）求解，
得到此类柔性机构的前 ３阶固有频率分别为：
１２０１６、１２０１７、１５２０６Ｈｚ。

为了验证所建动力学模型的有效性，运用有限

元仿真软件 ＡＮＳＹＳ建立 ３ ＰＲＲ柔性并联机构的
有限元模型，并进行模态仿真分析，得到如图６所示
的前３阶模态形式及相应的固有频率。

５　结束语

基于两端铰支 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论，采用假
设模态法，分析各支链上从动杆的柔性，考察了其在

　　

图 ６　３ ＰＲＲ柔性并联机构 ３种模态形式

Ｆｉｇ．６　Ｍｏｄｅｓｈａｐｅｓｏｆ３ ＰＲＲｃｏｍｐｌｉａｎｔｍｅｃｈａｎｉｓｍ
（ａ）１１０６４Ｈｚ　（ｂ）１１０６７Ｈｚ　（ｃ）１４４６３Ｈｚ

　
工作过程中的变形量和势能，通过与柔性铰链内所

储存的势能进行比较，确定了在进行机构动力学分

析过程中，将其作为刚性杆处理的依据。利用拉格

朗日方程建立了此类柔性并联机构的动力学弹性

振动微分方程，并借助数值算例，说明动平台、从

动杆惯量参数（质量、转动惯量）、柔性环节刚度对

系统固有频率的影响规律。利用 ＡＮＳＹＳ有限元分
析软件进行仿真计算，仿真结果与理论计算结果

相对误差在 １０％以内，说明建立修正动力学模型
时所作的一系列简化及假设是合理的，所建动力

学模型有效可用，为进一步的动力学优化设计奠

定了基础。
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