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弯扭耦合柔性构件系统的变结构控制研究"
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　　【摘要】　对由柔性杆和柔性梁组成的两连杆柔性构件系统的弯扭耦合振动进行了研究，建立了此柔性系统的

动力学方程。在柔性杆根部粘贴一只压电扭转致动器抑制柔性杆的扭转振动，在柔性梁根部粘贴一只压电弯曲致

动器抑制柔性梁的弯曲振动。采用一种带有饱和环节及滤波器的滑模变结构控制策略，进行了实验研究。结果表

明：施控后的系统是稳定的，弯扭的各阶模态均能得到有效抑制，柔性梁末端的振动位移能得到显著衰减。
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　　引言

目前，在工农业生产诸多机械结构中，常采用柔

性杆、柔性梁、柔性板或其组合件作为组成构件。这

类柔性结构因其刚度低、内阻小，易受到外界载荷的

作用而产生振动。若不对其振动加以抑制，易使机

械系统的运动轨迹失真，动态响应变差，工作效率变

低，还使结构产生过早的疲劳破坏，从而影响结构的

使用寿命。为了抑制柔性构件的弹性振动，各国学

者纷纷引入机敏材料。其中，压电材料占有较为重

要的地位。压电材料以其响应快，频率范围宽，能传

感和致动等特点，已成功地应用于传感器、致动器

中
［１～２］

。将压电材料嵌入或粘贴在柔性构件的本体

上，施以控制电压，能有效抑制柔性构件的振动，这

方面的研究已经取得了长足的进展
［３～４］

。

目前对薄臂柔性梁采用基于压电应变常数 ｄ３１



的压电弯曲致动器进行振动控制的研究成果非常

多，且抑振效果显著。对构件之间的弯扭耦合研究

则较少，从目前所能检索到的文献来看，对于弯扭耦

合的研究多见于同一构件
［５～６］

。

本文对一种由柔性杆和柔性梁组成的柔性构件

系统的弯扭耦合振动进行研究，分别采用压电扭转

致动器与压电弯曲致动器抑制柔性梁与柔性杆的弯

曲振动与扭转振动。提出一种带饱和环节及滤波器

的滑模变结构控制策略。进行实验研究，为复合柔

性结构、多连杆柔性机械臂的振动主动控制提供有

益的参考。

１　理论建模

图 １　两连杆柔性

构件系统简图

Ｆｉｇ．１　Ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ

ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅ

ｔｗｏｌｉｎｋｆｌｅｘｉｂｌｅｓｙｓｔｅｍ
１．柔性梁　２．粘贴在柔性梁

上的 ｎ１个压电弯曲致动器　

３．柔性梁与柔性杆的连接块

４．一端固定的柔性杆　５．粘

贴在柔性杆上的 ｎ２个压电扭

转致动器

　

考虑如图 １所示的两
连杆柔性构件系统。为了

便于理论研究，作如下假

设：各致动器与本体粘接

完好，不考虑粘贴层对本

体的影响；忽略重力对系

统的影响，即对于柔性杆，

只研究其扭转振动，对于

柔性梁，只研究其在 ｘｙ平
面的弯曲振动。柔性构件

系统在外界的某一激励

下，扭杆末端会产生一个

角位移 θ（ｌｇ，ｔ），柔性梁上
ｐ点处也会产生一个弯曲
挠度 ｗ（ｘ，ｔ），由于柔性梁
一端固连于柔性杆的末

端，导致杆的扭转和梁的

弯曲相互耦合作用，梁末

端的输出位移是梁的多阶

弯曲模态产生的挠度和杆

的多阶扭转模态产生的位

移的叠加。

根据拉格朗日方程及假设模态法，取柔性杆前

ｍ阶模态，取柔性梁前 ｎ阶模态，可得两连杆柔性构
件系统的动力学方程为
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式中　ｘｉ、ｘｊ———各致动器在柔性杆及柔性梁上的粘
贴位置

Ｉｇ、Ｉｂ———柔性杆的转动惯性矩，柔性梁的惯
性矩

ρｇ、ρｂ———柔性杆及柔性梁的密度
ｌｇ、ｌｂ———柔性杆及柔性梁的长度
ｌｐｔａ、ｌｐｂａ———压电扭转致动器、压电剪切致动

器的长度

Ａｂ———柔性梁的横截面积
Ｊｅｎｄ———固连柔性梁与柔性杆的连接块对 ｚ

轴的转动惯量

ｊ（ｚ）、φｉ（ｘ）———满足边界条件的试函数
ηｊ（ｔ）、ｑｉ（ｔ）———广义坐标
ｃ———扭转致动器单位电压所产生弯矩系数
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ｄ———弯曲致动器单位电压所产生弯矩系数
Ｕｉ（ｔ）———施加在第 ｉ个扭转致动器上电压
Ｕｊ（ｔ）———施加在第 ｊ个致动器上的电压

此外，ｍηη中的 ｑ
Ｔｍｑｑｑ项为时变量，因而式（１）

中的 Ｍ（ｑ）为随时间变化的变量。同时，从式（１）中
的 Ｃ（η，ｑ）项可以看出，ηｊ（ｔ）与 ｑｉ（ｔ）是相互耦合
的，因而弯曲与扭转的模态是相互耦合的。

２　带有饱和环节及低通滤波器滑模控制器

　　针对式（１）所描述的时变、强耦合系统，本文提
出一种滑模变结构控制策略。滑模变结构控制是变

结构控制的一种控制策略，该控制特性可以迫使系

统在一定特性下沿规定的状态轨迹作小幅度、高频

率的上下运动，即所谓的“滑动模态”或“滑模”运

动。从理论上讲，由于滑动模态可以按需要设计，而

且系统的滑模运动与控制对象的参数变化和系统的

干扰无关，因此滑模变结构控制系统的鲁棒性要比

一般常规的连续系统强。然而滑模变结构控制在本

质上的不连续开关性将会引起系统的“抖振”。抖

振产生的主要原因有时间滞后开关、空间滞后开关、

系统惯性的影响、离散系统本身造成的抖振等
［８］
，

为了消除或减弱抖振给系统带来的影响，国内外学

者提出了不少解决方案
［９］
。

由于一阶惯性环节具有典型的低通特性，可以

作为滤波器来使用，同时，由于实验条件的限制，控

制电压不可能过大，因而在此系统中增加了一饱和

环节，本文所提出的控制系统结构框图如图２所示。

图 ２　带有饱和环节及滤波器的滑模变结构控制框图
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式（１）可简写为
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其中 λｉ＞０。在理论推导中，假设饱和环节是理想
的，无相位滞后，只是施控电压幅值作了限制，因而

作系统稳定性分析时，可暂不考虑饱和环节，由图 ２
可得
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控制目标是使得柔性杆与柔性梁的各阶模态加

速度、速度、位移为零，故在此设 ｑｒ＝０。
设计滑模面函数为
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定义 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数为

ｖ＝１
２
ｓＴＭｓ （８）

则 ｖ· ＝１
２
（ｓ·ＴＭｓ＋ｓＴＭ

·

ｓ＋ｓＴＭ ｓ·） （９）

由于 Ｍ（ｑ）为正定对称阵，有
ｓ·ＴＭｓ＝ｓＴＭ ｓ· （１０）

则 ｖ· ＝ｓＴＭｓ＋ｓＴＣｓ＝ｓＴ（Ｍｓ＋Ｃｓ）＝

ｓＴ［Ｍ（ｑ
··

＋Λ１ｅ
··＋Λ２ｅ

·
）＋Ｃ（ｅ··＋Λ１ｅ

·＋Λ２ｅ）］

（１１）
由式（４）可得

Ｍｑ··＝Λｕ－Ｍ
·

ｑ
··

－ΛＭｑ
··

－Ｃｑ
··

－Ｃ
·

ｑ
·

－

ΛＣｑ
·

－Ｇ
·

－ΛＧ＝Λｕ－（Ｍ
·

＋ΛＭ）ｑ
··

－

（Ｃ
·

＋ΛＣ）ｑ
·

－（Ｃ＋ΛＣ）ｑ
·

－（Ｇ
·

＋ΛＧ）－Ｃｑ
··

（１２）

则 ｖ
·

＝ｓＴ［Λｕ－（Ｍ
·

＋ΛＭ）ｑ
··

－（Ｃ
·

＋ΛＣ）ｑ
·

－

（Ｇ
·

＋ΛＧ）－Ｃｑ
··

＋Ｍ（Λ１ｅ
··＋Λ２ｅ

·
）＋Ｃ（ｅ··＋

Λ１ｅ
·＋Λ２ｅ）］＝ｓ

Ｔ
［Λｕ＋Ｍ（Λ１ｅ

··＋

Λ２ｅ
·
］＋Ｃ（Λ１ｅ

· ＋Λ２ｅ）－（Ｍ
·

＋ΛＭ）ｑ
··

－

（Ｃ
·

＋ΛＣ）ｑ
·

－（Ｇ
·

＋ΛＧ）］＝ｓＴ（Λｕ＋Ｈ）（１３）
其中 Ｈ＝Ｍ（Λ１ｅ

··＋Λ２ｅ
·
）＋Ｃ（Λ１ｅ

· ＋Λ２ｅ）－

（Ｍ
·

＋ΛＭ）ｑ
··

－（Ｃ
·

＋ΛＣ）ｑ
·

－（Ｇ
·

＋ΛＧ）
Ｈ可写为

Ｈ＝Γ（ｔ，ｑ，ｑ·，ｑ··）χ （１４）
式中　χ———未知向量

存在已知向量χ０，使得

｜槇χｉ｜＝｜χｉ－χ０ｉ｜≤ξｉ （１５）
其中 ξｉ＞０且 ｉ＝１，２，…，ｎ１＋ｎ２。

则 ｖ· ＝ｓＴ（Λｕ＋Γχ） （１６）
设计滑模控制律为

ｕ＝－Λ－１
［Γχ０＋（Γξ）ｓｇｎ（ｓ）＋Θｓｇｎ（ｓ）］

（１７）
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其中 Γχ０ ＝Ｈ０，Ｈ０为精确对象的 Ｈ，Γｉｊ＝｜Γｉｊ｜，

Γｉｊ＝｜Γｉｊ｜，Θ＝ｄｉａｇ（Θ１，Θ２，…，Θｎ１＋ｎ２），Θｉ＞０，ｉ＝
１，２，…，ｎ１＋ｎ２，ｓｇｎ（ｓ）＝［ｓｇｎ（ｓ１）　ｓｇｎ（ｓ２）　…
　ｓｇｎ（ｓｎ１＋ｎ２）］。

则　ｖ· ＝ｓＴ［Γ（χ－χ０）－（Γξ）ｓｇｎ（ｓ）－Ψｓｇｎ（ｓ）］＝

ｓＴ［ 槇ΓΦ－（Γξ）ｓｇｎ（ｓ）－Θｓｇｎ（ｓ）］＝

∑
ｎ

ｉ＝１
｛ｓｉ（ 槇Γχ）ｉ－｜ｓｉ｜（Γξ）ｉ｝－ｓ

ＴΘｓｇｎ（ｓ）≤

－ｓＴΘｓｇｎ（ｓ）＝－∑
ｎ

ｉ＝１
Θｉ｜ｓｉ｜≤０ （１８）

设 γ＝Γξ＋Θ，则控制律可写为
ｕ＝－Λ－１

［Γχ０＋γｓｇｎ（ｓ）］ （１９）

３　实验

为了验证上述理论的正确性，进行了两连杆弯

扭耦合柔性构件系统实验研究，实验框图如３所示。
两连杆柔性杆实验系统主要由柔性杆系统（由柔性

杆、一只压电扭转致动器、一对电阻应变片传感器组

成）、柔性梁系统（由柔性梁、一只压电弯曲致动器、

一对电阻应变片传感器组成）、动态应变仪、多功能

数据采集卡、工控机、功率放大器以及激励电动机及

其功率放大器等组成。在弯扭耦合振动主动控制实

验中，使信号发生器产生一谐波信号，通过直流功率

放大器放大后，驱动直流电动机，由于直流电动机与

柔性杆相连，因而两连杆柔性系统受到了一激励力，

并产生相应的振动，由于柔性杆与柔性梁是固连的，

从而激励起柔性梁的弯曲振动，由柔性杆上的电阻

应变片传感器获得柔性杆上的扭振信号，由柔性梁

上的电阻应变片传感器获得柔性梁上的弯曲振动信

号，两类信号经动态应变仪滤波放大后，由多功能数

据采集卡同时采集，进行 Ａ／Ｄ转换后输入工控机
（ＰＣ机），然后加入控制算法，经过控制算法处理的
信号经 Ｄ／Ａ转换为电压信号输出，低通滤波后，经
功率放大器系统放大，分别驱动压电扭转致动器、压

电弯曲致动器产生相应的扭矩和弯矩，来抵消柔性

杆的扭转振动和柔性梁的弯曲振动，从而达到弯扭

耦合振动主动控制的目的，激光位移传感器用来测

量在不同情况下柔性梁末端所产生的振动位移。

两连杆柔性构件系统的参数如下：柔性杆参数

为：密度 ρｇ＝７７５０ｋｇ／ｍ
３
，剪切模量 Ｇｇ＝７６９ＧＰａ，

长度 ｌｇ ＝５２０ｍｍ，外径 Ｒｇ ＝９５ｍｍ，内径 ｒｇ ＝

８５ｍｍ。柔性梁参数为：密度 ρｂ＝７７５０ｋｇ／ｍ
３
，弹性

模量 Ｅｂ ＝２００ＧＰａ，长度 ｌｂ ＝５２０ｍｍ，宽度 ｔｂ ＝
１５ｍｍ，厚度 ｈｂ ＝１ｍｍ。压电扭转致动器（ＰＺＴ

５Ａ）参数：短路弹性柔顺系数 ｓＥ４４＝４５×１０
－１２ｍ２／Ｎ，

图 ３　两连杆弯扭耦合振动主动控制实验系统框图

Ｆｉｇ．３　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｓｙｓｔｅｍｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｂｌｏｃｋ

ｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｔｗｏｌｉｎｋｃｏｕｐｌｅｄｂｅｎｄｉｎｇｔｏｒｓｉｏｎａｌ

ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ
　
压电应变常数 ｄ１５ ＝７００×１０

－１２ Ｃ／Ｎ，长度 ｌｐｔａ ＝
１０ｍｍ，外径 Ｒｐｔａ＝１２５ｍｍ，内径 ｒｐｔａ＝９５ｍｍ。压
电弯曲致动器（ＰＺＴ５Ａ）参数为：弹性模量 Ｅｐｂａ＝

５７７７ＧＰａ，压电应变常数 ｄ３１＝－２１０×１０
－１２Ｃ／Ｎ，

宽度ｔｐｂａ＝１５ｍｍ，厚度 ｈｐｂａ＝１ｍｍ。固连柔性梁与柔

性杆的连接块对ｚ轴的转动惯量Ｊｅｎｄ为００３２ｋｇ·ｍ
２
。

柔性梁为悬臂梁，边界条件为固定 自由，其前

三阶弯曲振动固有频率为：３０３、１９０１、５３２６Ｈｚ。
柔性杆末端连有连接块以及柔性梁，边界条件可等

效为固定 末端等效质量，其前二阶扭转振动固有频

率分别为 ９１５、２９４７Ｈｚ。考虑到高频模态分量对
柔性梁末端输出位移贡献较小，同时又不致使实验

系统过于复杂，故通过一只压电扭转致动器控制柔

性杆的第一阶模态振动，通过一只压电弯曲致动器

控制柔性梁的第一阶模态振动。将压电弯曲致动器

粘贴在柔性梁的根部，压电扭转致动器粘贴在柔性

杆的根部。控制系统参数中，取 Λ＝ｄｉａｇ（４００，
４００）、Λ１＝Λ２＝ｄｉａｇ（２５０，５）、γ＝ｄｉａｇ［０１，１］、Ｈ＝

Ｍ（Λ１ｅ
··＋Λ２ｅ

·
）＋Ｃ（Λ１ｅ

· ＋Λ２ｅ）－（Ｍ
·

＋ΛＭ）ｑ
··

－（Ｃ
·

＋

ΛＣ）ｑ
·

－（Ｇ
·

＋ΛＧ）。
实验时，采用与柔性杆第一阶扭转振动固有频

率同频的谐波信号对两连杆柔性构件系统进行激

励，由于柔性梁的加入，使得柔性杆的第一阶扭转振

动的固有频率有所下降，实验所获得的固有频率为

８３５Ｈｚ。使 信 号 发 生 器 产 出 正 弦 信 号 ｆｄ ＝
４５ｓｉｎ（２π８３５ｔ），经过功率放大器放大后，驱动直
流电动机，对柔性杆实施持续 １２ｓ的激励。对柔性
杆根部及柔性梁根部的电阻应变片传感器同时进行

采样，经动态应变仪放大 ５０００倍后，柔性杆根部传
感器的输出电压如图 ４所示，柔性梁根部传感器的
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输出电压如图５所示，柔性梁末端的位移如图 ６所
示，采用带有饱和环节和低通滤波器的滑模变结构

控制后，柔性杆根部传感器的输出电压如图７所示，
柔性梁根部传感器的输出电压如图 ８所示，柔性梁
末端的位移如图９所示。

图 ４　控制前柔性杆根部传感器输出电压

Ｆｉｇ．４　Ｏｕｔｐｕｔｖｏｌｔａｇｅｏｆｔｈｅｓｅｎｓｏｒｏｎｔｈｅ

ｒｏｏｔｏｆｔｈｅｆｌｅｘｉｂｌｅｂａｒｂｅｆｏｒｅｃｏｎｔｒｏｌ
　

图 ５　控制前柔性梁根部传感器输出电压

Ｆｉｇ．５　Ｏｕｔｐｕｔｖｏｌｔａｇｅｏｆｔｈｅｓｅｎｓｏｒｏｎｔｈｅ

ｒｏｏｔｏｆｔｈｅｆｌｅｘｉｂｌｅｂｅａｍｂｅｆｏｒｅｃｏｎｔｒｏｌ
　

图 ６　控制前柔性梁末端位移

Ｆｉｇ．６　Ｔｉｐｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆｔｈｅｂｅａｍｂｅｆｏｒｅｃｏｎｔｒｏｌ
　
从上述实验结果可知，由于杆、梁的相互耦合作

用，当实施与杆第一阶扭转振动固有频率同频的信

号激励后，杆产生了扭转振动，梁也作了相应的弯曲

振动。在未控制前，柔性梁末端位移经过 ４８ｓ才衰
减至最大位移的３％，而经过控制后，柔性梁末端位
移经过１８ｓ就衰减至最大位移的 ３％，这表明，本文
所提出的带有饱和环节及滤波器的滑模变结构控制

　　

图 ７　控制后柔性杆根部传感器输出电压

Ｆｉｇ．７　Ｏｕｔｐｕｔｖｏｌｔａｇｅｏｆｔｈｅｓｅｎｓｏｒｏｎｔｈｅ

ｒｏｏｔｏｆｔｈｅｆｌｅｘｉｂｌｅｂａｒａｆｔｅｒｃｏｎｔｒｏｌ
　

图 ８　控制后柔性梁根部传感器输出电压

Ｆｉｇ．８　Ｏｕｔｐｕｔｖｏｌｔａｇｅｏｆｔｈｅｓｅｎｓｏｒｏｎｔｈｅ

ｒｏｏｔｏｆｔｈｅｆｌｅｘｉｂｌｅｂｅａｍａｆｔｅｒｃｏｎｔｒｏｌ
　

图 ９　控制后柔性梁末端位移

Ｆｉｇ．９　Ｔｉｐｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆｔｈｅｂｅａｍａｆｔｅｒｃｏｎｔｒｏｌ
　
策略是有效的。

４　结束语

提出了一种由柔性杆和柔性梁组成的两连杆柔

性构件系统，为了抑制此系统的弯扭耦合振动，提出

一种带有饱和环节和低通滤波器的滑模变结构控制

策略，并进行了实验研究，实验结果表明这种控制方

法是有效的，受控后的系统是稳定的，弯扭的各阶模

态振动均能得到有效抑制，柔性梁末端的位移振动

也能得到显著衰减。本文所提出的两连杆柔性构件

系统及其控制方法为诸如多连杆柔性机械臂、复合

柔性结构的振动主动控制提供了有益的尝试。
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