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基于模态叠加法的静电微泵吸合现象

应　济　李　俊　林谢昭　徐　亮
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　　【摘要】　利用数值计算和模态叠加法建立了静电致动泵膜的降阶模型，使复杂的吸合过程求解简单化。通过

与已有文献中的结果和三维有限元计算值的比较，表明降阶模型能减少求解时间并且具有很高的精度。利用降阶

模型参数化研究了残余应力、泵膜厚度、泵膜半径、极板初始间隙对泵膜吸合电压和吸合位置的影响，得到了泵膜

设计的准则，为静电微泵的优化设计提供理论基础。
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　　引言

在微机电系统（ｍｉｃｒｏｅｌｅｃｔｒｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌｓｙｓｔｅｍ，
简称 ＭＥＭＳ）中，静电力作为一种非线性分布力，在
驱动结构运动时容易产生吸合现象。这种现象非常

不利于静电微泵的正常工作，因为发生吸合会造成

泵膜与固定极板刚性碰撞，引起泵腔体积突变，无法

精确供给流体，更严重的是发生短路，引起驱动电路

中的电流突然增大，最终造成静电微泵损坏而无法

工作。在泵膜与固定极板之间增加绝缘挡块，可以

避免吸合时电极接触而发生短路。然而泵膜与挡块

接触后，随着驱动电压的减小，静电驱动单元会出现

迟滞现象，这同样影响流体的精确供给。所以通过

计算泵膜的吸合电压与吸合位置，确定微泵的驱动



电压上限和稳定工作范围，有利于确保静电微泵的

稳定正常工作。

直接利用有限元、有限差分或边界元等数值计

算软件求解时，必须多次加载电压并通过观测位移

是否突变来确定吸合电压的范围，由于吸合位置为

临界的不稳定平衡点，必须通过反复迭代才能获得

收敛值，上述方法计算耗时太大，不适合用于参数化

研究。本文以数值计算和模态叠加法为基础建立静

电致动泵膜的降阶模型（ｒｅｄｕｃｅｄｏｒｄｅｒｍｏｄｅｌ，简称
ＲＯＭ），该模型的求解耗时较少，并且能够准确地考
虑残余应力和几何非线性对吸合过程的影响，利用

ＲＯＭ研究各种设计参数对静电微泵吸合电压和吸
合位置的影响。

１　模型的建立

在 ＭＥＭＳ中，静电驱动单元的吸合过程可分为
静态吸合与动态吸合。前者把结构的运动看成一个

准静态的过程，通过缓慢加载电压直至极板失稳而

相互接触，对应的电压值就是静态吸合电压；而后者

考虑了惯性力和阻尼的影响，一般通过反复加载阶

跃电压，直至极板发生接触，加载的阶跃电压值就是

动态吸合电压。由于考虑了惯性力，动态吸合电压

略微低于静态吸合电压，在气体介质中，两者的相对

差值在５％以下［１］
；在液体介质中，较大的阻尼会使

这种差异更小
［２］
。通过 ＣＦＤＡＣＥ＋进行三场全耦合

数值模拟也证实了上述结论
［３］
，这是因为 ＭＥＭＳ的

尺度效应使表面力起主导作用，以惯性力为代表的

体积力影响很小，而流体的粘性阻尼作用会进一步

降低惯性力的影响。静电泵膜的一侧与空气接触，

而另一侧与液体介质接触，泵膜往复振动时阻尼影

响较大。因此可以通过泵膜的静态吸合电压近似确

定其动态吸合电压，以避免直接求解涉及三场耦合

的动态吸合过程。

图 １　静电微泵结构示意图
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静电微泵的结构如图 １所示，取未变形泵膜的
中心为系统的极坐标原点。泵膜半径为 Ｒ，泵膜厚
度为 ｈ，边缘固定，泵膜与固定极板间的初始间隙为
ｇ０，电极之间的介质为空气，空气的介电常数为 ε。
当电极之间施加驱动电压 Ｖ时，泵膜发生弹性变

形，挠度为 ｗ（ｒ），ｒ为泵膜半径方向的位置点。
在泵膜的准静态变形过程中，可以忽略阻尼和

惯性力的影响，所以系统的总势能 Ｕ为泵膜的弹性
变形能 Ｕｍ与驱动电极之间的静电能 Ｕｅ之和。对
于保守系统，总势能的变分始终为零
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式中　Ｕｅ———系统的静电共能
Ｃ———驱动电极间的电容

泵膜可以等效为厚度一致，质量均匀的各向同

性薄板，弹性模量为 Ｅ，泊松比为 ν。根据非线性弹
性理论，当弹性薄板的挠度与自身的厚度同阶大小

时，即 ｗ（ｒ）＞１／３ｈ，必须考虑中面位移引起的中面
应变和中面内力的影响，此时泵膜的变形能 Ｕｍ 等
于弯曲变形能 Ｕｂ与中面拉伸引起的变形能 Ｕｏ之
和，即 Ｕｍ＝Ｕｂ＋Ｕｏ。由于泵膜边缘固定，弯曲变形

能 Ｕｂ可以通过泵膜的挠度表示
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式中　Ｄ———泵膜的弯曲刚度

泵膜的中面拉伸引起的变形能 Ｕｏ可表示为
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式中　ｕｒ———泵膜中面上位置 ｒ处的位移
将式（２）～（４）代入式（１）中，可得到泵膜在分

布式静电力作用下的平衡方程。由于考虑了中面位

移的影响，引入了非线性项 ｕ２ｒ，再加上静电力固有

的非线性项１／（ｇ０－ｗ）
２
，很难获得平衡方程的解析

解。所以利用模态叠加原理，将泵膜的实际挠度展

开成模态振型的线性组合

ｗ（ｒ）≈ｗｅ（ｒ）＋∑
ｍ

ｉ＝１
ｑｉφｉ（ｒ）　（ｍｎ） （５）

式中，φｉ（ｒ）为泵膜的第 ｉ阶模态振型，即特征向量，
可以通过有限元软件中的模态分析提取；ｑｉ表示第 ｉ
阶模态振型对实际变形的影响系数，即模态（广义）

坐标；ｍ为截断项数，即实际选取的模态阶数，ｍ通
常远小于泵膜的总模态阶数 ｎ；ｗｅ（ｒ）表示泵膜的初
始平衡位置，用以考虑残余应力的影响，残余应力包

括热应力和内应力两种，热应力是由于薄膜和基底

热膨胀系数的差异引起的，而内应力也称为本征应

力，主要由晶格失配引起的，其起因比较复杂，因此

本文只考虑热应力造成的影响。
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为了获得泵膜在模态坐标下的平衡方程，需要

将系统的弹性能和静电共能都以 ｑｉ的形式表达。
由式（２）～（４）可知，弹性变形能及静电共能都与挠
度存在非线性关系，并且中面位移 ｕｒ难以获得ｗ（ｒ）
的显式表达，所以无法直接写成模态坐标的形式。

为此，利用 ＬａｔｉｎＨｙｐｅｒｃｕｄｅ采样方法，通过有限元
计算对弹性变形能和电容同时进行模态坐标方向上

的采样，结合 Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ Ｍａｒｑｕａｒｄｔ非线性算法［５］
，

拟合得到弹性变形能 Ｕｍ（ｑ）和电容 Ｃ（ｑ）在 ｍ个模

态坐标 ｑｉ下的多项式函数
［６］

Ｕｍ（ｑｉ）＝∑
ｌ１

ｉ１＝０
∑
ｌ２

ｉ２＝０
…∑

ｌｍ

ｉｍ＝０
ａｉ１ｉ２…ｉｍｑ

ｉ１
１ｑ

ｉ２
２…ｑ

ｉｍ
ｍ （６）

Ｃ（ｑｉ）＝
∑
ｌ１

ｉ１＝０
∑
ｌ２

ｉ２＝０
…∑

ｌｍ

ｉｍ＝０
ａｉ１ｉ２…ｉｍｑ

ｉ１
１ｑ

ｉ２
２…ｑ

ｉｍ
ｍ

∑
ｋ１

ｉ１＝０
∑
ｋ２

ｉ２＝０
…∑

ｋｍ

ｉｍ＝０
ｂｉ１ｉ２…ｉｍｑ

ｉ１
１ｑ

ｉ２
２…ｑ

ｉｍ
ｍ

（７）

式中，ｌｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）和 ｋｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）表示第
ｉ个模态坐标方向上的多项式阶数；ａｉ１ｉ２…ｉｍ和 ｂｉ１ｉ２…ｉｍ
为拟合得到的多项式系数。

将式（２）、（６）、（７）代入式（１）中，得到泵膜在
模态坐标下的平衡方程

１
２
Ｖ２
Ｃ（ｑｉ）
ｑｉ

－
Ｕｍ（ｑｉ）
ｑｉ

＝０　（ｉ＝１，２，…，ｍ）

（８）
由于 Ｕｍ（ｑ）和 Ｃ（ｑ）是 ｑｉ的多项展开式，最终得到
是 ｍ个模态坐标下的代数方程组，而不是原来的变
形和静电力互相耦合的偏微分方程，求解难度得到

很大程度的降低。

图 ２　泵膜的前 ６阶模态振型

Ｆｉｇ．２　Ｆｉｒｓｔｓｉｘｍｏｄｅｓｈａｐｅｓｏｆｔｈｅｃｉｒｃｕｌａｒｄｉａｐｈｒａｇｍ
（ａ）第１阶模态振型　（ｂ）第２、３阶模态振型　

（ｃ）第４、５阶模态振型　（ｄ）第６阶模态振型
　

通过求解式（８），将得到的 ｍ个模态坐标 ｑｉ代
入式（５）中，可以获得泵膜上任意位置点的挠度。
在研究泵膜的吸合现象时，主要关注的是泵膜中心

的挠度，因为在分布式静电力作用下，泵膜中心的挠

度最大，如果电压增加到吸合电压以上，泵膜中心最

先与固定极板接触。实际加载的静电力很难激励出

泵膜的高阶模态响应，并且第２～５阶模态振型在泵
膜中心处的幅值为零，即 φｉ（０）＝０　（ｉ＝２～５），如
图２所示。因此只需要选取第 １阶模态振型，就能
准确地表达泵膜中心的实际挠度。一个无限多自由

度的连续系统，通过有限元采样和模态叠加，最终被

简化为只有单个节点（泵膜中心点）、单个自由度

（第１阶模态坐标方向）的 ＲＯＭ。

２　小变形下的计算结果

为了验证 ＲＯＭ计算吸合过程的准确性，以文
献［７］提供的参数建立 ＲＯＭ，计算得到的吸合电压
与文献［７～８］中的结果进行了比较，如表 １所示，
表中 Δ１ 和 Δ２ 分别表示 ＲＯＭ 的结果相对 ＦＤＭ
（ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄ），ＦＥＭ （ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ
ｍｅｔｈｏｄ）结果的误差百分数。可以看出，ＲＯＭ和
ＦＥＭ的结果非常吻合，相对误差在 １％以下，并且
ＲＯＭ能够准确地考虑残余应力的影响；而 ＲＯＭ相
对 ＦＤＭ结果的误差略大，主要是由于 ＦＤＭ采用了
逐步线性化近似处理了非线性项 １／（ｇ０－ｗ）

２
。由

于文献［７］中提供的泵膜厚度为２０μｍ，电极的初始
间隙只有１μｍ，吸合之前，泵膜中心的极限挠度约
为０４６μｍ，远小于泵膜的厚度，变形在线弹性范围
内，几何非线性效应可以忽略，小变形弯曲理论下得

到的控制方程能够准确地描述泵膜的变形。然而，

泵膜的变形经常会超出线弹性范围，有必要进一步

研究在大变形下 ＲＯＭ计算吸合过程的适用性。

表 １　３种模型下的吸合电压

Ｔａｂ．１　Ｐｕｌｌｉｎｖｏｌｔａｇｅｏｆｔｈｒｅｅｍｏｄｅｌｓ

残余应力

σ０／ＭＰａ

吸合电压 Ｖｐ／Ｖ 相对误差／％

ＦＤＭ ＦＥＭ ＲＯＭ Δ１ Δ２

－２０ ３１３３７ ３１１ ３０８７ １４９ ０７４

０ ３１５５１ ３１４ ３１１８ １１８ ０７０

４０ ３１９７３ ３１９ ３１７４ ０７３ ０５０

３　大变形下的计算结果

实际应用中的静电微泵，需要较大的输出流量

和压力，泵膜振动时的挠度通常会超过自身的厚度，

此时必须考虑中性面拉伸引起的位移和应力，小变

形弯曲理论不再适用。有必要研究 ＲＯＭ在大变形
范围内计算吸合过程的适用性，静电微泵的相关材

料和尺寸参数如表２所示。
仍然选择泵膜的第 １阶模态作为广义坐标，模

态坐标方向上的采样次数通常为 ６～１１，因为采样
次数太少会造成拟合函数的精度不高，而过多的采
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表 ２　模型的基本参数

Ｔａｂ．２　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｍｏｄｅｌｆｏｒｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

参数　　　　 数值

泵膜厚度 ｈ／μｍ １０

泵膜半径 Ｒ／μｍ ２０００

初始间隙 ｇ０／μｍ ３０

泵膜密度 ρ／ｋｇ·ｍ－３ ２３１０

弹性模量 Ｅ／ＧＰａ １６３

泊松比 ν ０２２

介电常数 ε／Ｃ２·（Ｎ·ｍ２）－１ ８８５４×１０－１２

样次数会增加采样时间，同时高阶多节点的多项式

容易出现振荡现象。所以确定第１阶模态方向上的
采样次数为６，利用有限元采样得到的数据，拟合得
到的弹性变形能和电容函数为 ５阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ多项
式，如图３所示，可以看出拟合结果非常理想，在泵
膜的变形范围０～３０μｍ内都不存在振荡现象。

图 ３　电容和弹性变形能的拟合函数

Ｆｉｇ．３　Ｆｉｔｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｃａｐａｃｉｔａｎｃｅａｎｄｓｔｒａｉｎｅｎｅｒｇｙ
　
将拟合得到的电容和弹性变形能代入式（８），

得到第１阶模态坐标 ｑ１和驱动电压 Ｖ的关系式，利
用该关系式和模态分析得到的第１阶模态振型在泵
膜中心处的幅值 φ１（０），最后结合式（５）求得泵膜
中心挠度与加载电压的关系曲线，如图 ４所示。其
中 ＦＥＭ结果是在 ＡＮＳＹＳ中建立三维有限元模型，
通过顺序耦合法求得的。由图 ４可知，在整个电压
加载过程中，ＲＯＭ和 ＦＥＭ的结果几乎完全吻合。

图 ４　泵膜中心挠度与加载电压的关系曲线

Ｆｉｇ．４　Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｄｉａｐｈｒａｇｍｃｅｎｔｅｒｐｏｉｎｔｖｓｖｏｌｔａｇｅ
　

根据泵膜中心挠度与加载电压的关系得到吸合

电压和吸合位置，数据结果如表 ３所示，表中 Δ为
ＲＯＭ计算结果相对 ＦＥＭ结果的误差百分数。可以
看出吸合电压下的泵膜中心挠度 ｗｐ，即吸合位置已
经超过了泵膜的厚度，此时的变形已经属于大变形

范畴，几何非线性效应十分明显。但是 ＲＯＭ仍然
能够准确地获得吸合电压与吸合位置，与 ＦＥＭ结果
的相对误差在 １％以下，并且 ＲＯＭ还能准确地估
计残余应力对吸合过程的影响。其中 ＲＯＭ的主
要误差来源为：只选用了 １阶模态而忽略了高阶
模态的影响；用于提取模态振型和采样结果的有

限元模型网格密度不够；利用采样结果拟合得到

的多项式函数与电容、弹性变形能的实际变化规

律存在差异。

表 ３　两种模型下的吸合电压和吸合位置

Ｔａｂ．３　Ｐｕｌｌｉｎｖｏｌｔａｇｅａｎｄｐｕｌｌｉｎｖｏｌｔａｇｅｏｆｔｗｏｍｏｄｅｌｓ

残余应力

σ０／ＭＰａ

吸合电压 Ｖｐ／Ｖ 吸合位置 ｗｐ／μｍ

ＦＥＭ ＲＯＭ（Δ／％） ＦＥＭ ＲＯＭ（Δ／％）

０ ４２７２ ４３０１（０６８） １９６９ １９７６（０３６）

１０ ５４８１ ５４８５（００７） １７２９ １７３２（０１７）

２０ ６５２４ ６５３２（０１２） １６０９ １６１７（０５０）

　　ＲＯＭ的求解速度很快，逐渐加载电压直到发生
吸合，整个求解过程只需要几十秒钟，而更多时间耗

费在 ＲＯＭ的构建过程中，包括提取模态振型、在模
态坐标下对弹性变形能和电容的采样、将采样结果

拟合成模态坐标下多项式函数、以及通过总势能的

变分获得模态坐标下的平衡方程。ＲＯＭ建立过程
的时间耗费主要由选取的模态阶数 ｍ决定，因为 ｍ
直接影响了模态分析需要提取的模态振型数，更重

要的是还决定了采样次数为６ｍ～１１ｍ。
本文的 ＲＯＭ只有１阶模态，通过有限元采样和

提取模态振型只需要几分钟，所以完成一次 ＲＯＭ
的构建和吸合过程的求解在 １０ｍｉｎ左右。相比之
下，在 ＡＮＳＹＳ中通过顺序耦合法求解，需要多次加
载电压并通过观测位移是否突变来确定吸合电压的

范围，由于吸合位置为临界的不稳定平衡点，在该位

置附近必须提高收敛监测精度，增加平衡迭代次数

和子步数来获得准确的收敛值，完成一次吸合过程

的求解往往需要数小时。可以看出 ＲＯＭ同时具有
很高的计算精度和较少的求解时间，可以利用该方

法高效地估计各种设计参数对静电微泵吸合电压及

吸合位置的影响。

４　参数化分析结果

以表 ２中的参数为基础，在 ＡＮＳＹＳ中通过
ＡＰＤＬ（ＡＮＳＹＳｐａｒａｍｅｔｒｉｃｄｅｓｉｇｎｌａｎｇｕａｇｅ）建立不同
参数下的有限元模型，利用这些有限元模型提取泵

膜的第１阶模态振型、弹性变形能、电容，然后建立
相应参数下的 ＲＯＭ，利用这些 ＲＯＭ参数化地研究
残余应力、泵膜厚度、泵膜半径、极板初始间隙对静
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电微泵准静态下吸合电压和吸合位置的影响。

由图 ５、６可知，电极初始间隙和泵膜厚度对吸
合电压的影响较大，几乎成线性递增的关系。这是

由于静电力与初始间隙的平方成反比，而泵膜的弯

曲刚度与厚度成正比，随着初始间隙、泵膜厚度的增

大，需要更高的电压使泵膜产生相同幅值的变形。

吸合位置则随着初始间隙的增大而增大，随着泵膜

厚度的增大而减小，其中初始间隙的影响较大，当

ｇ０＝２２μｍ时，ｗｐ只有 １３６９μｍ，而当 ｇ０＝３０μｍ，
ｗｐ增大为１９６９μｍ；相比之下，厚度 ｈ由８μｍ增至
原来的两倍，ｗｐ仅仅从２０２４μｍ减至１８１１μｍ。

图 ５　吸合电压、吸合位置与电极初始间隙的关系

Ｆｉｇ．５　Ｐｕｌｌｉｎｖｏｌｔａｇｅａｎｄｐｕｌｌｉｎｐｏｓｉｔｉｏｎｖｓｉｎｉｔｉａｌｇａｐ
　

图 ６　吸合电压、吸合位置与泵膜厚度的关系

Ｆｉｇ．６　Ｐｕｌｌｉｎｖｏｌｔａｇｅａｎｄｐｕｌｌｉｎｐｏｓｉｔｉｏｎｖｓ

ｄｉａｐｈｒａｇｍｔｈｉｃｋｎｅｓｓ
　
由图 ７、８可知，随着泵膜半径的增加吸合电压

降低很快，而吸合位置几乎没有变化。这是因为静

电力作为一种表面力与驱动极板半径的平方成正

比，同时静电力产生的弯曲作用与泵膜半径成正比。

残余应力的存在对吸合电压的影响很大，这是由于

沿半径方向的拉应力增大了泵膜的法向刚度，而压

应力则产生了相反的效果，这种残余应力造成结构

刚化或软化的现象在薄膜式结构中格外明显。残余

应力对吸合位置也有较大的影响，当 σ０ ＝２０ＭＰａ
时，吸合位置 ｗｐ只有 １６０９μｍ；而当 σ０＝－５ＭＰａ
时，吸合位置增大为２１１８μｍ。

根据上述参数化分析结果，为了改进和提高静

电微泵的工作性能，泵膜设计应遵循下列重要准则：

　　

图 ７　吸合电压、吸合位置与泵膜半径的关系

Ｆｉｇ．７　Ｐｕｌｌｉｎｖｏｌｔａｇｅａｎｄｐｕｌｌｉｎｐｏｓｉｔｉｏｎｖｓ

ｄｉａｐｈｒａｇｍｒａｄｉｕｓ
　

图 ８　吸合电压、吸合位置与残余应力的关系

Ｆｉｇ．８　Ｐｕｌｌｉｎｖｏｌｔａｇｅａｎｄｐｕｌｌｉｎｐｏｓｉｔｉｏｎｖｓｒｅｓｉｄｕａｌｓｔｒｅｓｓ
　
增大初始间隙有利于增大泵膜的稳定工作范围，从

而增大输出流量和压力，但是需要以更高的驱动电

压为代价；相比之下，在薄膜制备工艺和结构强度允

许的情况下，减小泵膜的厚度，既能增大泵膜的稳定

工作范围又能降低驱动电压；增大泵膜半径可以很

大程度地降低驱动电压，并且能通过增大体积变形

来获得较大的输出流量和压力；对于残余应力的控

制，需要依靠加工工艺的温度控制和泵膜基底掺杂

等手段，并且要尽量避免产生残余拉应力。

５　结束语

以有限元计算和模态叠加法为基础，充分利用

了静电致动泵膜结构的周期对称性，将一个无限多

自由度的静电微泵驱动单元，简化成泵膜第 １阶模
态坐标下的单自由度 ＲＯＭ，该模型的建立和吸合过
程求解只需要 １０ｍｉｎ左右，然而在 ＡＮＳＹＳ中通过
顺序耦合法求解通常需要数个小时。ＲＯＭ在减少
求解耗时的同时还保证了很高的求解精度，并且能

够准确地考虑残余应力和几何非线性效应对吸合过

程的影响。利用 ＲＯＭ参数化研究了静电微泵各种
设计参数对吸合电压和吸合位置的影响，为确定泵

膜的稳定工作范围及驱动电压上限提供了依据，并

且得到了泵膜设计的准则，为静电微泵的优化设计

提供理论基础。
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