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2UPR RPU 过约束并联机构刚度性能评价
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摘要: 运用螺旋理论和应变能方法研究了具有 2R1T 三自由度的 2UPR RPU 过约束并联机构的静弹性刚度性能,
模型考虑了杆件和关节的柔度。 首先,基于螺旋理论得到分支的约束螺旋系;其次,基于材料力学得到分支中杆件

的应变能,通过映射分支约束螺旋系到铰空间得到关节的应变能,通过汇总杆件、关节的应变能和卡氏定理得到与

约束螺旋系对应的分支紧凑刚度矩阵;最后,通过虚功原理得到机构的总体刚度矩阵。 采用有限元商业软件建立

了有限元模型,并与理论模型进行对比,验证了理论模型的正确性。 定义弹性元件存储的应变能与总应变能之比

作为应变能因子指标,给出了应变能因子指标在规则工作空间的四维切片分布图,从应变能的角度定量评价了各

弹性元件对机构刚度性能的影响程度,给出了不同载荷作用下的全局应变能因子指标。 本研究为定位对机构刚度

性能影响最大的弹性元件提供了新的思路。
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Abstract: The elastostatic stiffness modeling of a 2UPR RPU parallel manipulator with 2R1T three
degrees of freedom was studied based on the screw theory and strain energy, considering the compliance
of the bars and joints. Firstly, the limb constraint wrenches was formulated based on the screw theory.
Secondly, the strain energy of bar was formulated by material mechanics, and joint by mapping the
constraint wrenches to the joint space, and concentrated limb stiffness matrix corresponding to the
constraint wrenches was thus obtained by summarizing the strain energy of bars and joints in the limb,
and combining with the Castigliano second theorem. Finally, the overall stiffness matrix was assembled
based on the virtual work principle. The theoretical result was verified by commercial ANSYS software.
The strain energy factor index was defined as the strain energy of the elastic component account for total
strain energy for illustrating the influence of each elastic component on the stiffness performance of the
mechanism. A four鄄dimensional image of slice distribution was presented, the influence of each elastic
element on the stiffness performance of the 2UPR RPU parallel mechanism was quantitatively evaluated
from the perspective of strain energy. Finally, the global strain energy factor indices of the mechanism
under different external wrenches were presented to find the elastic component with the maximum
compliance. The proposed modeling provided a new ideas for improving the stiffness performance of the
mechanism more effectively.
Key words: parallel mechanism; strain energy; elastostatic stiffness modeling; stiffness performance

evaluation



0摇 引言

少自由度并联机构结构简单,具有高刚度性能

和优异的动力学性能[1 - 2]。 过约束并联机构是少自

由度并联机构中的重要一类,过约束的存在可以提

高机构刚度和消除奇异,过约束并联机构在重载或

高精度要求场合下有着重要的应用,刚度性能是过

约束并联机构的重要性能指标之一。
并联机构刚度建模的理论模型包括解析模型和

半解析模型,对预设计阶段并联机构刚度性能的快

速评估具有重要的作用。 许多学者为此建立了多种

刚度建模方法,包括虚铰方法、矩阵位移法、应变能

方法和螺旋理论方法等。
虚铰方法将杆件当作两端由六自由度弹簧支撑

的刚性杆件。 ZHANG 等[3] 采用虚铰方法建立了

Exechon 过约束并联机构的刚度模型。 WANG 等[4]

基于虚铰方法建立了 Tricept 并联机构的刚度模型,
并考虑了铰链的柔度。 虚铰方法需要处理冗余的弹

簧约束,增加了刚度模型的复杂性[5 - 6]。 矩阵位移

法[7 - 8]将连杆作为一个梁单元处理,通过变形协调

方程装配得到总体刚度矩阵。 DEBLAISE 等[9] 采用

矩阵位移法建立了 Delta 并联机构的刚度模型,
KLIMCHIK 等[10]介绍了矩阵位移法的基本原理,并
建立了 NaVaRo 平面机构的刚度模型。 矩阵位移法

在有限元法的耗时性与解析方法的高效性之间取得

了较好的权衡,计算精度较高。 然而,矩阵位移法涉

及矩阵的高维操作和大量的变形协调方程。 螺旋理

论方法基于螺旋理论得到分支的约束螺旋系,然后

根据虚功原理得到机构的整体刚度矩阵,其优点是

降低了分支约束螺旋系的维度,从而大大减少了变

形协调方程的数目。 文献[11 - 14]基于螺旋理论

方法提出了分支约束螺旋系刚度矩阵的概念,建立

了 3 PRRR 等并联机构的刚度模型,但建立分支刚

度矩阵用了两次映射,增加了过程的复杂度。 文

献[15 - 17]基于螺旋理论方法建立了 2PRU UPR
等并联机构的刚度模型,将分支约束螺旋系分解为

梁的基本变形形式,思路简单,但却增加了分支刚度

矩阵的维度,且模型中均未考虑剪切变形的影响和

铰链的柔度。 汪满新等[18] 考虑重力的影响建立了

3 RRS 并联机构的刚度模型,得到了各构件刚度对

末端刚度的影响。 徐东涛等[19] 考虑重力的影响建

立了改进型 Delta 并联机构的刚度模型。 利用应变

能方法分析机构在外载荷作用下存储的应变能,结
合卡氏定理建立机构的刚度模型,其优点是物理意

义明确。 文献 [20 - 22] 基于应变能方法建立了

Delta 和 3 PSP 等并联机构的刚度模型,但作者只

考虑了受力较简单的非过约束机构,没有将应变能

方法推广到过约束机构,YANG 等[23] 结合螺旋理论

将应变能方法推广到过约束并联机构,建立了

2PUR PSR 并联机构的刚度模型,然而却忽略了铰

链的柔度。 半解析方法[24] 是通过有限元方法或厂

家得到关节的刚度矩阵,由解析法得到连杆的刚度

矩阵,然后通过变形协调方程装配得到机构的整体

刚度矩阵,兼顾了解析法的高效率和有限元法的高

精度。 LIAN 等[25]基于半解析法建立了 T5 并联机

构的刚度模型。 LIU 等[26] 考虑连杆和铰链的柔度

建立了 3 PRS 并联机构的刚度模型。 CAO 等[27]

考虑重力的影响建立了 5 PRUR 和 4 RRRRR 过

约束并联机构的刚度模型,完善了计及重力影响的

并联机构静弹性刚度模型。 但以上研究成果中并没

有得到各个弹性元件对机构刚度性能的影响程度。
本文基于应变能和螺旋理论建立 2UPR RPU

过约束并联机构的刚度模型,同时考虑连杆和铰链

的柔度。 基于应变能的方法得到各个弹性元件对机

构刚度性能的影响程度,以期为评价机构刚度性能

影响最大的弹性元件提供思路,为提高机构的刚度

性能提供新的方法。

1摇 机构描述

2UPR RPU 过约束并联机构如图 1 所示,动平

台 A1A2A3通过两个 UPR 分支和一个 RPU 分支与基

座 B1B2B3相连。 参考坐标系建立如下:固定坐标系

OXYZ 的原点为 B1B2的中点,X 轴沿 B1B2方向,Y 轴

沿 OB3方向,Z 轴由右手法则确定。 动坐标系 oxyz
的原点为 A1A2的中点,x 轴沿 oA2方向,y 轴沿 oA3方

向,z 轴由右手法则确定。 分支坐标系 Ai xi yi zi的原

点为点 Ai( i = 1, 2, 3),yi轴( i = 1, 2)与 y 轴平行,
x3轴与 X 轴平行,zi轴( i = 1, 2, 3)沿着 AiB i方向,xi

轴( i = 1, 2)和 y3轴由右手法则确定。 R 铰坐标系

oi1ui1vi1w i1与分支坐标系 Aixiyizi相同( i = 1, 2),U 铰

坐标系 o31u31 v31w31 与分支坐标系 A3 x3 y3 z3 相同。 U
铰坐标系 oi2ui2vi2w i2的原点为点 B i( i = 1, 2),ui2和

vi2轴分别沿 U 铰的两根轴线方向,RPU 分支 R 铰坐

标系 o32u32v32w32的原点为点 B3,u32轴沿 R 铰轴线方

向。 对于两条 UPR 分支,R 铰轴线与 y 轴平行,U
铰的第 1 个轴线与 B1B2共线,第 2 个轴线与另一端

的 R 铰轴线平行。 对于 RPU 分支,R 铰轴线平行于

X 轴,U 铰的第 1 条轴线与另一端的 R 铰轴线平行,
第 2 条轴线与 y 轴平行。 3 个 P 副作为输入,并分别

与 R 铰轴线垂直。 这种特殊的安排使得机构具有

3 个自由度[28]:沿 Oo 的移动、绕 X 轴的旋转 茁 和绕

y 轴的旋转 酌。 详细的运动学分析可参照文献[28]。
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图 1摇 2UPR RPU 并联机构

Fig. 1摇 2UPR RPU mechanism
摇

2摇 静弹性刚度模型

本文刚度模型作如下假设:忽略所有元件的质

量和摩擦,驱动马达、基座和动平台假设为刚性。 考

虑关节的柔度以及杆件的轴向拉压、剪切、扭转和弯

曲的空间复合弹性变形。
2郾 1摇 UPR 分支刚度矩阵

由螺旋理论可知,UPR 分支施加给动平台一个

驱动螺旋 $ ia和两个约束螺旋 $ r
i1、 $ r

i2 ( i = 1, 2)。
$ ia表示通过 U 铰中心 B i指向 R 铰中心 Ai的一个

力, $ r
i1表示通过 U 铰中心 B i并与 R 铰轴线平行的

一个力, $ r
i2表示垂直于 U 铰两条轴线的一个力偶。

螺旋 $ ia、 $ r
i1和 $ r

i2的幅值分别用 fi1、fi2和 mi1表示。
UPR 分支的受力分析如图 2 所示。

图 2摇 UPR 分支受力分析图

Fig. 2摇 Free鄄body diagram of UPR limb
摇

fi1、fi2和 mi1的单位矢量定义为

fi1 = li
fi2 = yi

子i1 = Xy

ì

î

í

ï
ï

ïï
i

摇 ( i = 1,2) (1)

式中摇 li、X、yi———B iAi、X 轴、yi轴的单位矢量

UPR 分支任意截面处内力可表达为

fxi = fi1
fyi = fi2
fzi = 0

mxi =mi1
Ai子i1

Aixi - Li fi2 + vi fi2
myi = 0

mzi =mi1
Ai子i1

Aiz

ì
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ï
ï

ï
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i

( i = 1,2) (2)

式中摇 Li———分支 B iAi长度

杆件柔度矩阵可以由应变能和卡氏定理得到,
杆件的柔度矩阵计算详见文献 [29 ],在此不再

赘述。
杆件柔度矩阵为

CB
i =

Li

E iAi
0 0

0
Li

G iAyi

+
L3
i

3E iIxi
-
子i1xiL2

i

2E iIxi

0 -
子i1xiL2

i

2E iIxi

(子i1xi) 2Li

E iIxi
+
(子i1zi) 2Li

G iI

é
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ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û
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ú
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i

( i = 1,2) (3)
式中摇 Ayi、Ai———截面沿 yi轴的有效剪切面积和截

面面积

E i、G i———杆件材料弹性模量和剪切模量

Ixi、Ii———截面对 xi轴的惯性矩和截面极惯性

矩

杆件应变能可以表达为

UB
i = 1

2 WT
i 啄B

i = 1
2 WT

i CB
i Wi (4)

其中 Wi = [ fi1 摇 fi2 摇 mi1] T

式中摇 UB
i ———杆件储存的应变能

啄B
i ———杆件与约束螺旋系对应的弹性变形量

将 Wi映射至 R 铰坐标系{oi1}的原点并在铰空

间投影得到
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oi1 fui1 = 0
oi1 fvi1 = fi2
oi1 fwi1

= - fi1
oi1mui1 = - Li fi2 +mi1

oi1子i1
oi1ui1

oi1mvi1 = 0
oi1mwi1

=mi1
oi1子i1

oi1wi

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

1

( i = 1,2) (5)

其中摇 摇 oi1ui1 = [1摇 0摇 0]摇 oi1wi1 = [0摇 0摇 1]
将式(5)进一步表达成矩阵形式为

oi1Wi =Di1Wi 摇 ( i = 1,2) (6)
其中

Di1 =

0 0 0
0 1 0
- 1 0 0
0 - L1

oi1子i1
oi1ui1

0 0 0
0 0 oi1子i1

oi1wi
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摇 ( i = 1,2) (7)

oi1Wi = [oi1 fui1 摇
oi1 fvi1 摇

oi1 fwi1 摇
oi1mui1 摇

oi1mvi1 摇
oi1mwi1]

T

式中摇 oi1Wi———坐标系{oi1}下 6 伊 1 的矢量

Di1———从 Wi到
oi1Wi 的 6 伊 3 映射矩阵

UPR 分支 R 铰在自身铰空间的柔度矩阵可以

由有限元方法[24 - 26]得到

CJ
i1 =

1郾 536 伊10 -10

4郾 536 伊10 -10 0
1郾 536 伊10 -10

1郾 16 伊10 -11

0 肄
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(i =1,2) (8)
式中,前 3 项单位为 m/ N,后 3 项单位为 rad / (N·m)。

因此,UPR 分支 R 铰所存储的应变能可表达为

UJ
i1 = 1

2
oi1WT

i
oi1啄 i1 = 1

2
oi1WT

i CJ
i1
oi1Wi =

1
2 WT

i CJ
i1Wi 摇 ( i = 1,2) (9)

其中 CJ
i1 =DT

i1CJ
i1Di1 摇 ( i = 1,2) (10)

式中摇 UJ
i1———UPR 分支 R 铰存储的应变能

CJ
i1———UPR 分支 R 铰与约束螺旋系对应的

3 伊 3 的柔度矩阵

同样的方法,将 Wi映射至 U 铰坐标系{ oi2}的

原点并在铰空间投影得到

oi2 fui2 = fi1 oi2Roi1( - oi1wi1) oi2ui2

oi2 fvi2 = fi2
oi2 fwi2

= fi1 oi2Roi1( - oi1wi1) oi2wi2

oi2mui2 = 0
oi2mvi2 = 0
oi2mwi2

=mi
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ï

1

( i = 1,2) (11)
其中 oi2ui2 = [1摇 0摇 0]摇 oi2wi2 = [0摇 0摇 1]
式中摇 oi2Roi1———坐标系{oi1}到坐标系{oi2}的变换

矩阵

式(11)可以进一步表达成矩阵形式为
oi2Wi =Di2Wi 摇 ( i = 1,2) (12)

其中

Di2 =

oi2Roi1( - oi1wi1) oi2ui2 0 0

0 1 0
oi2Roi1( - oi1wi1) oi2wi2 0 0

0 0 0
0 0 0
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摇 ( i = 1,2)

(13)
oi2Wi = [oi2 fui2 摇

oi2 fvi2 摇
oi2 fwi2 摇

oi2mui2 摇
oi2mvi2 摇

oi2mwi2]
T

式中摇 oi2Wi———坐标系{oi2}下 6 伊 1 的矢量

Di2———从 Wi到
oi2Wi 的 6 伊 3 映射矩阵

UPR 分支 U 铰所存储的应变能和 U 铰与约束

螺旋系对应的柔度矩阵为

UJ
i2 = 1

2 WT
i CJ

i2Wi

CJ
i2 =DT

i2CJ
i2Di

{
2

摇 ( i = 1,2) (14)

其中 CJ
i2 =

3郾 537 伊10 -10

2郾 280 伊10 -10 0
5郾 302 伊10 -10

肄
0 肄
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(i =1,2) (15)
式中摇 UJ

i2———UPR 分支 U 铰存储的应变能

CJ
i2———UPR 分支 U 铰与约束螺旋系对应的

3 伊 3 的柔度矩阵

CJ
i2———UPR 分支 U 铰在自身铰空间下的柔

度矩阵,通过有限元分析得到[24 - 26]

其中,式(15)等号右侧前 3 项单位为 m / N,后 3 项
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单位为 rad / (N·m)。
UPR 分支的应变能可以通过对杆件和铰链存

储的应变能求和得到

Ui = UB
i + UJ

i1 + UJ
i2 = 1

2 WT
i CiWi

Ci = CB
i +DT

i1CJ
i1Di1 +DT

i2CJ
i2Di

{
2

( i = 1,2) (16)
UPR 分支的紧凑刚度矩阵可以通过对式(16)

中的柔度矩阵求逆得到

Ki = C - 1
i = (CB

i +DT
i1CJ

i1Di1 +DT
i2CJ

i2Di2) - 1

( i = 1,2) (17)
UPR 分支与约束螺旋系对应的弹性变形可以

由卡氏第二定理得

啄 i =
鄣Ui

鄣Wi
= CiWi (18)

2郾 2摇 RPU 分支紧凑刚度矩阵

由螺旋理论可知, RPU 分支施加给动平台 1 个

驱动螺旋 $ 3a和 2 个约束螺旋 $ r
31、 $ r

32。 $ 3a表示

通过 U 铰中心 A3指向 R 铰中心 B3的一个力, $ r
31表

示通过 U 铰中心 A3 并与 R 铰轴线平行的一个力,
$ r

32表示垂直于 U 铰两条轴线的一个力偶。 螺旋

$ 3a、 $ r
31 和 $ r

32 的幅值分别用 f31、 f32 和 m31 表示。
RPU 分支的受力分析图如图 3 所示。

图 3摇 RPU 分支受力分析图

Fig. 3摇 Free鄄body diagram of RPU limb
摇

f31、f32和 m31的单位矢量定义为

f31 = l3
f32 = x3

子31 = Xy

ì

î

í

ï
ï

ïï
3

(19)

式中摇 l3———A3B3的单位矢量

x3、y3———沿 x3、y3轴的单位矢量

同样的方法可以得到 RPU 分支杆件的柔度矩

阵为

CB
3 =

L3

E3A3
0 0

0
L3

G3Ax3

+
L3
3

3E3Iy3
-
子31y3L2

3

2E3Iy3

0 -
子31y3L2

3

2E3I3y
(子31y3)2L3

E3Iy3
+
(子31z3)2L3

G3I

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú3

(20)
根据力的平移定理,将 W3 平移至 U 铰的中心

并在铰空间坐标系{o31}下投影可以得到
o31W3 =D31W3 (21)

其中

D31 =

0 1 0
o31 l3 o31v31 0 0
o31 l3 o31w31 0 0

0 0 0
0 0 0

詪詪詪詪詪詪

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú0 0 1

(22)

式中摇 D31———从 W3到
o31W3的 6 伊 3 映射矩阵

同理,将 W3 平移至 R 铰的中心并在铰空间坐

标系{o32}下投影可以得到
o32W3 =D32W3 (23)

其中

D32 =

0 1 0
0 0 0
1 0 0
0 0 0
0 - L3

o32子31
o32v32

0 0 o32子31
o32w

詪詪詪詪詪詪詪詪

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

32

(24)

式中摇 D32———从 W3到
o32W3的 6 伊 3 映射矩阵

RPU 分支的 U 铰和 R 铰在自身铰空间的柔度

矩阵[24 - 26]分别为

CJ
31 = diag(4郾 017 伊10 -10,2郾 804 伊10 -10,

摇 摇 5郾 525 伊10 -10,肄,肄,3郾 220 伊10 -11)
CJ

32 = diag(3郾 817 伊10 -10,1郾 216 伊10 -10,

摇 摇 1郾 216 伊10 -10,肄,2郾 71 伊10 -11,2郾 71 伊10 -11

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï )

(25)
与计算 UPR 分支应变能类似,RPU 分支所存储

的应变能可以表达为

U3 = UB
3 + UJ

31 + UJ
32 =

1
2 WT

3CB
3W3 + 1

2 WT
3DT

31CJ
31D31W3 +

1
2 WT

3DT
32CJ

32D32W3 = 1
2 WT

3C3W3 (26)

其中 C3 = CB
3 +DT

31CJ
31D31 +DT

32CJ
32D32 (27)

式中摇 C3———RPU 分支与约束螺旋系对应的分支

紧凑柔度矩阵
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对式(27)求逆即可得 RPU 分支紧凑刚度矩阵

K3 = C - 1
3 = (CB

3 +DT
31CJ

31D31 +DT
32CJ

32D32) - 1

(28)
由卡氏第二定理可以得到 RPU 分支与约束螺

旋系对应的弹性变形

啄3 =
鄣U3

鄣W3
= C3W3 (29)

2郾 3摇 整体刚度矩阵

参考固定坐标系,2UPR RPU 并联机构动平台

的平衡方程可以表达为

P = (J1 摇 J2 摇 J3)W = JW (30)
其中 P = [F; M]

Ji = [ $ ia 摇 $ r
i1 摇 $ r

i2]摇 ( i = 1,2,3)
W = [W1 摇 W2 摇 W3]

式中摇 P———作用在动平台的外部载荷

Ji———分支 i 的 6 伊 3 约束螺旋系矩阵

J———6 伊9 矩阵摇 摇 W———9 伊1 矢量

F———作用在动平台的外力

M———作用在动平台的外力偶

动平台考虑为刚性,其虚功方程可以表达为

PT驻 = [W1… Wi… Wn] T[啄1… 啄 i… 啄n] =
WT

1啄1 +… +WT
n啄n (31)

式中摇 驻———动平台与外部载荷 P 对应的弹性变形

联立方程(30)、(31)得

啄 i = JT
i 驻摇 ( i = 1,2,3) (32)

将方程(18)、(29)、(32)代入方程(30)得

P = 移
n

i = 1
JiKiJT

i 驻 = K驻 (33)

其中 K =移
n

i = 1
JiKiJT

i (34)

式中摇 K———机构的整体刚度矩阵

对方程(34)求逆可以得到机构的整体柔度矩阵

C = K - 1 (= 移
n

i = 1
JiKiJT )i

- 1
(35)

根据材料力学可得各分支约束螺旋系的幅值为

Wi = Ki啄 i = KiJT
i CP (36)

机构的总应变能可以表达为

U =移
3

i = 1
Ui =

1
2 PTCP (37)

3摇 理论模型与有限元模型对比

为了验证本文理论模型的正确性,采用 ANSYS
Workbench 商业软件建立机构 2 个位型的有限元模

型和理论模型作对比,位型 1:z = - 600 mm,茁 = 0毅,
酌 = 0毅,位型 2:z = - 600 mm,茁 = 5毅,酌 = - 3毅,2 个位

型统一在 o 点施加外部载荷 P = (30 N, - 50 N,
- 40 N,10 N·m, - 20 N·m,50 N·m)。 2UPR RPU
并联机构物理参数为: lOB1 = lOB2 = lOB3 = 390 mm,
loA1 = loA2 = loA3 = 260 mm,E1 = E2 = E3 = 210 GPa,
G1 = G2 = G3 = 80 GPa,d1 = d2 = d3 = 100 mm,d1、d2和

d3分别表示 3 个杆件的横截面直径。 2UPR RPU
并联机构在两个位型下的变形云图如图 4 所示。
表 1 给出了动平台 o 点的理论模型和有限元模型的

变形量。 由表 1 可知,理论模型与有限元模型的误

差不大于 7郾 8% ,验证了理论模型的正确性,可用于

物理样机在预设计阶段的刚度性能评估。

图 4摇 2UPR RPU 并联机构变形量云图

Fig. 4摇 Contours of deformation for 2UPR RPU PM
摇

表 1摇 理论模型与有限元模型的计算结果对比

Tab. 1摇 Comparison of deformations of point o between analytical and FEA methods

位型 方法 驻lx / 滋m 驻ly / 滋m 驻lz / 滋m 驻琢x / 滋rad 驻琢y / 滋rad 驻琢z / 滋rad

理论 3郾 400 - 1郾 062 0郾 006 0郾 646 2郾 671 7郾 756
1 有限元 3郾 503 - 1郾 137 0郾 006 0郾 701 2郾 852 8郾 287

误差 / % 2郾 9 6郾 6 0 7郾 8 6郾 3 6郾 4
理论 3郾 627 - 1郾 184 - 0郾 119 0郾 863 2郾 170 8郾 459

2 有限元 3郾 862 - 1郾 265 - 0郾 125 0郾 911 2郾 276 8郾 924
误差 / % 6郾 1 6郾 4 4郾 8 5郾 3 4郾 7 5郾 2
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4摇 应变能因子指标

为了评价每一个弹性元件对机构整体刚度性能

的影响程度,应变能因子指标定义为

滋ij =
Uij

U (38)

式中摇 滋ij———应变能因子指标,其表示每一个弹性

元件存储的应变能与机构总应变能的

比率,范围为 0 ~ 1,滋ij越大表明此弹

性元件存储的应变能越多

Uij———第 i 个分支的第 j 个弹性元件所存储

的应变能

为了评价应变能因子指标在整个预规划工作空

间的分布,全局应变能因子指标定义为

滋ij =
乙
V
滋ijdV

V = 1
N 移 滋ij (39)

式中摇 V———预规划工作空间体积

N———离散点数量

滋———全局应变能因子指标,越大说明此弹性

元件在工作空间内存储的应变能越大

工程应用中,可以计算应变能因子指标在预规

划工作空间的分布,有针对地提高应变能因子指标

较大的元件的刚度性能,从而更有效地改善机构的

刚度性能。
机构的规则工作空间受驱动的冲程、被动铰的

角度限制以及杆件之间的干涉等因素的影响,2UPR
RPU 并联机构的物理约束如下

300 mm臆Li臆1 000 mm
|琢i1 | max臆50毅
|琢i2 | max臆50

ì

î

í

ïï

ïï 毅
摇 ( i = 1,2,3) (40)

式中摇 琢i1、琢i2———R 铰和 U 铰的旋转角

图 5 为空间搜索法得到的 2UPR RPU 并联机

构的可达和规则工作空间。 由图 5 可以看出,可达

工作空间关于 酌 = 0 对称,这与 2UPR RPU 并联机

构的结构分布一致,然而可达工作空间不规则,不利

于轨迹规划和算法控制,并且机构在可达工作空间

的边缘子空间的运动学性能和刚度性能也较差。 不

失一般性,本文采用空间内每一层的最大内切圆组

成的圆台作为预规划的规则工作空间,为了保证一

定的操作空间,最大内切圆的最小半径设置为 10毅。

图 5摇 2UPR RPU 并联机构工作空间

Fig. 5摇 Workspaces of 2UPR RPU parallel mechanism
摇

图 6摇 P = P1时机构的总应变能的分布

Fig. 6摇 Distributions of total strain energy when P = P1

摇 摇 首先,施加外部载荷 P = P1 = (0, 0, 1 N, 0, 0,
0),机构总应变能和局部应变能因子指标在规则工

作空间的分布如图 6、7 所示。 由于对称性,此处仅

考虑了第 1 个 UPR 分支的应变能因子指标的分布。
滋iR、滋iB和 滋iU分别表示第 i 分支的 R 铰、杆件和 U 铰

的应变能因子指标,由图 6、7 可以看出,总应变能 U
和局部应变能因子指标 滋 均关于 酌 = 0 对称,这与机

构的结构分布吻合,并且当给机构施加一个竖向力

时,应变能最小即刚度性能最优的位置在初始位置。
值得注意的是,UPR 分支杆件的 滋ij最大值为 0郾 45,
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图 7摇 P = P1时 滋 在预规划工作空间的分布

Fig. 7摇 Distributions of 滋 of each elastic component in prescribed workspace when P = P1

摇RPU 分支杆件的 滋 最大值为 0郾 5;UPR 分支和 RPU

图 8摇 P = P1时 滋 在平面 z = - 600 mm 的分布

Fig. 8摇 Distributions of 滋 of each elastic component in plane z = - 600 mm when P = P1

分支 R 铰的 滋ij最大值分别为 0郾 08 和 0郾 02;UPR 分

支和 RPU 分支 U 铰的 滋ij 最大值分别为 0郾 25 和

0郾 07。 相同的 R 铰在不同的分支中其 滋ij分布不尽

相同。 由图 6、7 可以看出,在竖向力的作用下,
2UPR RPU 并联机构样机各元件所存储的应变能

从大到小依次为杆件、UPR 分支中的 U 铰和 R 铰,
即合理地提高杆件的刚度性能,如增大杆件的横截

面积或选择刚度性能更好的材料,可以更有效地提

高机构的刚度性能;UPR 分支 U 铰的 滋 最大值达到

0郾 25,说明此处 U 铰设计不合理,合理地改善 U 铰

的设计提高其刚度性能也是改善机构刚度性能的一

个有效途径。 图 8 给出了 滋ij在平面 z = - 600 mm 的

分布,由图 8 可以看出,滋ij与机构的姿态密切相关。
以上分析可知,机构的刚度性能不仅与铰链本身的

刚度性能有关,还与铰链位置以及机构姿态有关。
为了研究外部载荷对全局应变能因子指标的影

响,表 2 给出了在不同外部载荷作用下应变能因子

指标在规则工作空间中的平均值。 如果 P = P1,则
应变能主要存储在 UPR 分支的 U 铰链和杆件中,其
占总应变能的 80% 。 RPU 分支杆件的全局应变能

因子指标仅为 0郾 08,表明当沿着 Z 轴的力作用在移
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动平台上时,第 3 个杆存储较小的应变能。 也就是

说第 3 个杆件对机构的刚度性能影响较小。 当 P =
P2 = (0郾 8 N,0郾 3 N,0郾 52 N,0,0,0)时,应变能主要

储存在第 3 杆中,占总应变能的 82郾 5% 。 在这种情

况下,增加第 3 杆的截面面积可以更有效地提高机

构的刚度性能。 与其他弹性元件相比,UPR 分支中

R 铰和 U 铰中存储的应变能可以忽略。 第 3 分支铰

链储存的应变能仅占 1郾 51% 。 并且由于外部载荷

的不对称,两个 UPR 分支中存储的应变能也不再相

同。 图 9 给出了指定工作空间中 3 根杆件的全局应

变能指标的分布图。 当 P = P3 = (0郾 52 N,0郾 3 N,
0郾 8 N,0郾 5 N·m,0郾 7 N·m,0郾 51 N·m)时,第 3 杆储

存的应变能占 55郾 0% ,第 1 杆和第 2 杆储存的应变

能占 41郾 0% 。 因为第 3 杆件此时具有较大的应变

能量,给其设计较大的横截面面积是合理的。 由于

篇幅的限制,图 10 仅给出了 3 根杆的应变能因子指

标分布。 以上分析结果可知,关节对机构刚度性能

的影响也与外部载荷的方向有关。

表 2摇 弹性元件在不同载荷作用下的全局应变能因子指标

Tab. 2摇 Global 滋 of elastic component in prescribed workspace

外部载荷 滋1R 滋1B 滋1U 滋2R 滋2B 滋2U 滋3R 滋3B 滋3U

P = P1 0郾 044 0郾 254 0郾 146 0郾 044 0郾 254 0郾 146 0郾 007 0郾 083 0郾 023
P = P2 1郾 39 伊 10 - 4 0郾 036 1郾 99 伊 10 - 4 9郾 55 伊 10 - 4 0郾 122 6郾 06 伊 10 - 4 0郾 007 0郾 825 0郾 008
P = P3 0郾 002 0郾 216 0郾 003 0郾 004 0郾 194 0郾 011 0郾 007 0郾 550 0郾 012

图 9摇 P = P2时 3 个杆件的应变能指标分布图

Fig. 9摇 Distributions of 滋 for three bars when P = P2

摇

图 10摇 P = P3时 3 个杆件的应变能指标分布图

Fig. 10摇 Distributions of 滋 for three bars when P = P3

摇

5摇 结论

(1)以 2UPR RPU 过约束并联机构为研究对

象,基于螺旋理论得出分支施加给动平台的驱动力

和约束反力,基于材料力学和空间力系平移定理得

到杆件和关节存储的应变能,利用应变能方法和卡

氏第二定理得到形式紧凑的分支刚度矩阵,结合虚

功原理和动平台平衡方程得到整体刚度矩阵的解析

表达式,并同时得到驱动力和约束反力的解析表达

式。 与有限元模型计算结果的对比发现,误差不超

过 7郾 8% ,验证了本文理论模型的正确性。
(2)为了研究 2UPR RPU 并联机构各弹性元

件对机构刚度性能的贡献,定义了应变能因子指标,
给出了其在规则工作空间的四维切片分布图像,结
果表明,弹性元件对机构刚度性能的贡献不仅与弹

性元件本身有关,而且与弹性元件的排列、机构的姿

态以及外部载荷的方向有关;在机构的刚度性能评

估中,关节的柔度不可忽略。 应变能因子指标从应

变能的角度定量评价了各弹性元件对机构刚度性能

的影响程度,具有明确的物理意义。
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